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1.-Introducción

La investigación resumida en este libro se inició hace ya algunos años, a principios de la década de los 80 del siglo pasado, en pleno furor del caos determinista. Por diferentes razones esa investigación fue interrumpida, aunque con el propósito de reanudarla más adelante. A finales de 2006 se presentó, por fin, la ocasión de hacerlo. Para entonces los instrumentos informáticos personales habían progresado de manera muy notable, sobre todo en velocidad de cálculo y en capacidad gráfica, ambas esenciales en la referida investigación. La idea central que la puso en marcha fue la interacción recursiva de funciones logísticas. O con otras palabras, el conflicto entre dos o más funciones matemáticas de cierto tipo (concretamente del tipo f (x) = 4λx(1−x), dondeλ es el llamado parámetro de control). La guerra de las funciones logísticas consiste sencillamente en hacer que el parámetro de control de cada función dependa dinámicamente del estado (resultado numérico) de las otras funciones
 1 interactuantes. Como es bien sabido desde hace ya más de treinta años, manipular adecuadamente el delicado parámetro de control de la función logística es todo lo que se necesita para explorar el nuevo mundo de la recursión numérica a gran escala. Si la primera exploración informática de ese mundo nos sorprendió con el descubrimiento de los atractores numéricos y del caos determinista y sus excéntricas mariposas, la segunda, que presentamos aquí, nos permite explorar un nuevo territorio dentro de ese mundo, el territorio de la interacción recursiva. O con otras palabras, la evolución de los sistemas dinámicos regidos por funciones logísticas cuyos parámetros de control se modifican de forma interactiva. La experiencia es ya en sí misma excitante (la excitación propia de adentrarse por primera vez en un territorio inexplorado), pero además la interacción de sistemas dinámicos no es una ocurrencia gratuita o extravagante. Si algo caracteriza a nuestro universo es precisamente la interacción. Hasta el punto de que existir es sinónimo de interactuar: la existencia solo se puede apreciar a través de algún tipo de interacción. Y no solo interactivo, la estabilidad, al menos dentro de ciertos límites compatibles con su evolución, es otra característica esencial de nuestro universo. Nada subsistiría en un universo radicalmente inestable. De algún modo, pues, la interacción de los sistemas naturales produce estabilidad. Como tendremos ocasión de comprobar más adelante, la interacción logística también. Y lo hace con suma rapidez, particularmente en enjambres de sistemas sometidos a interacciones múltiples.
 La sencillez y universalidad topológica de la función logística la convirtieron en uno de los objetos favoritos de la nueva teoría del caos. Aquí, en lo que se podría considerar como un paso más allá de ese caos determinista, volverá a jugar un papel esencial. Veremos que un par de tales funciones es todo lo que se necesita para definir diferentes tipos de interacciones entre dos sistemas dinámicos. Y veremos que, también en este caso, aparece un nuevo mundo de criaturas matemáticas que llaman la atención por su sencillez y elegancia geométrica. Junto a los atractores ya clásicos -periódicos, extraños y caóticos- descubriremos otros nuevos, como los orbitales y los asintóticos. Descubriremos también las delicadas trayectorias de coevolución por las que transitan los sistemas hacia sus respectivos atractores. Y la degeneración súbita de algunos tipos de atractores en otros de naturaleza más simple. Veremos que no sólo es posible caer en el caos, también es posible salir de él; transitar del orden al caos y del caos al orden. Sistemas sumergidos en regímenes caóticos pueden alcanzar la estabilidad de un atractor no caótico (con frecuencia periódico simple) como consecuencia de su interacción logística con otro sistema.

La sencillez matemática de la función logística permite, además, deducir formalmente algunos resultados generales sobre la evolución de los sistemas sometidos a interacciones logísticas binarias. Cuando el número de interacciones crece, ya no es posible derivar esos resultados, al menos no de forma tan elemental. Pero sigue siendo posible su exploración informática. Es lo que hemos hemos hecho aquí, y lo que proponemos al lector que haga con la aplicación InterCalculus, que puede descargar de interciencia.es. La exploración informática de las interacciones binarias sugiere algunos resultados que, sorprendentemente, coinciden con las conclusiones formales a las que se llega por caminos muy diferentes relacionados con la producción de entropía interna en sistemas interactuantes que evolucionan lejos del equilibrio termodinámico. En efecto, tanto en las trayectorias de coevolución como en los atractores finales siempre hay un sistema que se mantiene por encima del otro (Teorema de San Mateo). Es lo que invariablemente ocurre cuando al menos una de las interacciones es negativa (un sistema se ve perjudicado por el otro). Cuando las dos interacciones son positivas (cada sistema se beneficia del otro) las cosas son bien diferentes: la estabilidad es muy delicada y sólo aparece si los dos sistemas cooperan de la misma forma y dependen de la misma forma el uno del otro.

En el caso de las interacciones múltiples1 la evolución de los sistemas interactuantes acaba invariablemente alcanzando la estabilidad propia de los atractores periódicos simples, generalmente de periodo 1 (a lo sumo de periodo 2). Cuantos más sistemas y cuanto mayor sea el número de interacciones entre ellos, tanto más rápidamente se alcanza la estabilidad (a veces en unas pocas decenas de interacciones). El valor medio de los sistemas (la ”x” de su función logística) acaba casi siempre en los alrededores de 0,6. Resulta también muy destacable la aparición de lo que podríamos llamar comportamientos colectivos de los sistemas interactuantes: los sistemas acaban en unos estados finales que oscilan de forma sincrónica dibujando una onda que se propaga indefinidamente por ellos. El comportamiento colectivo solo se produce si el número de interacciones cae dentro de un rango de valores determinado, y si los sistemas interaccionan en sucesión (cada sistema interacciona con un cierto número de sistemas vecinos organizados en un orden lineal).

1InterCalculus permite la participación de hasta mil sistemas, entre los que es posible definir cualquier número de interacciones negativas y positivas.
El primer capítulo del libro está dedicado a recordar las nociones básicas del cálculo recursivo y de la función logística, incluyendo algunas notas históricas. En el segundo se define la noción de interacción recursiva y los diferentes tipos de interacciones binarias: positiva-negativa; negativa-negativa; y positiva-positiva. Se definen también las interacciones múltiples en enjambres de sistemas. Incluye también ese segundo capítulo la demostración del teorema de los atractores, un resultado general sobre la evolución de las parejas de sistemas sometidos a interacciones recursivas. Finalmente se define la noción de trayectoria de coevolución y se presenta las nuevas familias de los atractores orbitales y asintóticos. Los capítulos tercero y cuarto se dedican, respectivamente, al estudio de las interacciones binarias negativas-negativas y negativas-positivas. El estudio resume las características principales de esas interacciones y presenta los nuevos tipos de atractores encontrados en su exploración informática. Ambos capítulos incluyen una extensa colección de gráficos que representan la evolución de los sistemas interactuantes. El último capítulo se dedica a las interacciones múltiples en enjambres de sistemas. El libro concluye con un apéndice dedicado a la extensión del teorema de Prigogine (una actualización de [7]) que sirve de contrapunto termodinámico al contenido del propio libro.

2.-Recursión logística

2.1 Cálculo recursivo

Aunque el uso del cálculo recursivo es relativamente antiguo (el propio Newton ya lo utilizaba a finales del siglo XVII) fue en el último cuarto del siglo XX cuando se generalizó y se convirtió en un importante instrumento de análisis del mundo físico. El desarrollo de los ordenadores, especialmente el de los llamados ordenadores personales (PC), precedió e hizo posible la popularización matemática y física de la recursión numérica. Máquinas cada vez más veloces y precisas convirtieron al cálculo recursivo en un instrumento muy eficaz para la exploración del mundo y en un nuevo mundo en sí mismo. Permitieron, además, la extensión del análisis recursivo a otros ámbitos no numéricos, como es el caso de los autómatas celulares. Los descubrimientos ligados a la recursión fueron tan importantes y variados que algunos autores llamaron a su desarrollo la tercera revolución científica

7 del siglo XX (la relatividad y la mecánica cuántica fueron las otras dos).

El cálculo recursivo se fundamenta en una idea muy sencilla: dada una función f (x) de una variable real x, realizamos un cálculo recursivo con esa función cuando, partiendo de un valor inicial x, calculamos f (x) y luego f (f (x)), f (f (f (x))), etc. Es decir, alimentamos los nuevos cálculos con un valor de la variable que es precisamente el resultado del cálculo anterior con la misma función. O con otras palabras, alimentamos a la función con sus propias salidas. Así, partiendo de un valor arbitrario inicial x0 de la variable -valor que suele llamarse semilla del cálculo- obtendremos una sucesión de valores:
 x0, f (x0), f (f (x0)), f (f (f (x0))), ... 
 O en otros términos: x1 = f (x0)
 x2 = f (x1) = f (f (x0))
 x3 = f (x2) = f (f (x1)) = f (f (f (x0))) ...

Con este nuevo tipo de cálculo fue posible explorar aspectos muy significativos de la naturaleza que hasta entonces no habían podido ser analizados, entre ellos la dinámica de los sistemas que evolucionan a través de sucesiones discretas de estados en los que cada generación determina a la siguiente.

Resulta evidente el carácter discreto y recursivo de la naturaleza orgánica, aunque discreción y recursión son también atributos esenciales del resto del universo, incluyendo su nivel cuántico más elemental [4]. Pero, aunque el mundo físico es discreto -lo son la materia y la energía, la carga eléctrica y la de color, y seguramente también el espacio y el tiempo- las unidades son tan minúsculas que los modelos continuos (básicamente sistemas de ecuaciones diferenciales) funcionan aceptablemente bien. En el mundo orgánico la discreción es mucho más notoria. El mundo de los seres vivos es esencialmente discontinuo, discreto y recursivo. La discontinuidad opera en todos los niveles, desde los moleculares a los poblacionales y evolutivos (de hecho la vida no pudo aparecer hasta que el medio prebiótico fue compartimentalizado, dividido en unidades discretas y separadas; antes que las bacterias debieron aparecer ciertas burbujas de caldo prebiótico [17]). Cualquier modelo que intente reflejar el mundo orgánico debería reflejar esa discreción o discontinuidad. En caso contrario no será un buen modelo. De hecho la continuidad matemática no tiene sentido en el mundo de los seres vivos. Los organismos son tan discontinuos que cada uno de ellos es un individuo esencialmente diferente, único. Un individuo que resulta de la expresión de unidades discretas de información genética que ponen en marcha una formidable red discreta de interacciones físicoquímicas en un enjambre discreto de células coordinadas por una red discreta de señales químicas y electroquímicas. A veces resulta necesario recordar cosas tan obvias como esas: acaba de presentarse un trabajo [1] en el que se defiende la imposibilidad de los modelos discretos para representar los procesos de dinámica continua. El único problema es que no existen tales procesos de dinámica continua en biología. El mejor modelo de la biosfera es la propia biosfera, y la biosfera es esencialmente recursiva y discreta. La ingenuidad y la incompetencia biológica de una buena parte de los científicos que trabajan en las áreas más teóricas de la ciencia es tan notable como el desatino matemático de otra buena parte de los científicos naturalistas.

Pero volvamos al cálculo recursivo. Las sucesivas salidas x1, x2, x3, ... de una recursión numérica se pueden interpretar como la sucesión de estados de un sistema que evoluciona discretamente a lo largo de una sucesión discreta de instantes de tiempo t1, t2, t3, ... En esas condiciones el cálculo recursivo se convierte en un eficaz instrumento de análisis de la evolución de los sistemas sometidos a dinámicas discretas y recursivas, como es el caso de la mayoría de los sistemas naturales. Discretas porque los sistemas evolucionan a través de una sucesión discontinua de estados. Recursivas porque cada estado del sistema está determinado por el estado inmediatamente anterior. Las dinámicas de este tipo pueden ser fácilmente emuladas por programas informáticos que ponen en marcha bucles indefinidos de cálculo recursivo, cuyas salidas pueden, además, ser representadas gráficamente. La puesta en marcha de estas y otras ideas similares permitió descubrir el nuevo mundo de la recursión numérica a gran escala realizada con ordenadores.

Aunque la nueva etapa informática del cálculo recursivo se inició con los trabajos pioneros de Stanislaw Ulam y Paul Stein [18], fueron los descubrimientos de Edward Lorenz los que popularizaron el nuevo modo de calcular y de modelizar los fenómenos naturales. Entre esos descubrimientos ocupan un lugar muy destacado los atractores y el caos determinista. Los atractores son auténticos imanes numéricos en los que quedan atrapadas irreversiblemente las sucesivas salidas de los cálculos recursivos. Aunque sigue habiendo una cierta controversia en la comunidad matemática acerca de la definición formal de atractor, el concepto es bien sencillo: un atractor es un punto o un conjunto de puntos tal que los sucesivos cálculos recursivos acaban aproximándose a él cuando algunas de las salidas del cálculo caen dentro de una región próxima al atractor. Esa región de los alrededores del atractor se conoce como cuenca del atractor. Existen diferentes tipos de atractores. Los más sencillos son los llamados periódicos. Los atractores periódicos son colecciones finitas de puntos que las sucesivas iteraciones de un cálculo recursivo recorren de forma cíclica e indefinida. Pero los atractores pueden ser también de naturaleza caótica, conjuntos de puntos en los que resulta difícil reconocer pautas de regularidad; o de naturaleza fractal (como es el caso del famoso atractor de Lorentz), invariables con los cambios de escala. El mundillo de los atractores numéricos se hizo muy popular con el trabajo de D. Hofstadter publicado en Scientific American (Investigación y Ciencia, [5]) y el famoso libro de J. Gleick ”Caos, la creación de
una nueva ciencia” [3].

Figura 2.1: El atractor (extraño) de Lorentz.
2.2 La función logística

Uno de los instrumentos más sencillos para acceder al nuevo mundo del caos determinista y de los atractores caóticos y no caóticos es la llamada función logística. Será el objeto central de este libro. Las funciones de este tipo ya habían atraído la atención de algunos autores en la década de los sesenta del siglo XX, aunque fue una década más tarde cuando se publicaron los trabajos más conocidos, como el de N. Metropolis [13] y el de R.
May [11], este último de clara orientación biológica. La función logística suele escribirse en la forma:

f (x) = 4λx(1− x)
 siendo x una variable real que toma valores en el intervalo real [0, 1], yλ un parámetro de control que toma los suyos en (0, 1]. Es fácil ver que la función se anula en los puntos x = 0 y x = 1, y que tiene un máximo de valorλ que se alcanza en el punto x = 1/2. La versión recursiva de la función logística se suele escribir:
 xn+1 = 4λxn(1− xn) Aparte de por su sencillez, la función logística también interesa por la generalidad de las conclusiones que se derivan de su análisis. En efecto, de acuerdo con el llamado principio de universalidad estructural (descubierto por N. Metropolis, P. Stein y M. Stein) no importa la función que se use en la recursión, siempre que cumpla ciertas condiciones topológicas: la presencia de una ”joroba” parabólica. Lo importante es la recursión y el parámetro de control que gobierna la pendiente en torno a la joroba de la función. La gráfica de la función logística es una típica campana parabólica, más empinada cuanto más se aproximaλ a su valor máximo en el intervalo (0, 1]. Para valores pequeños la parábola es poco empinada y la iteración rápidamente cae en un atractor simple, x = (4λ − 1)/4λ, que coincide con la intersección de la parábola con la bisectriz xn+1 = xn.

Al crecer λ crece la altura de la parábola (el máximo de su joroba esλ) y como no varía su anchura -siempre la del intervalo real [0, 1]- entonces aumenta la inclinación de sus dos ramas, la ascendente hacia el máximo y la descendiente desde el máximo. El aumento de la pendiente de la parábola provoca que el atractor

Figura 2.2: Atractor simple de la función logística.
simple se escinda en un atractor doble (o atractor de periodo 2; o 2-ciclo): dos puntos en los que la recursión queda irreversible e indefinidamente atrapada: alimentando el cálculo con uno de ellos se obtiene siempre el otro.

Si el parámetro de control λ sigue creciendo llega un momento en el que atractor de orden dos se duplica en otro de orden cuatro, y luego en otro de orden ocho, dieciséis, etc. El fenómeno se conoce como cascada de duplicación del periodo. Los sucesivos valoresλ1,λ2,λ3 ... que originan las sucesivas duplicaciones del periodo del atractor definen intervalos [λ1,λ2], [λ2,λ3], [λ3,λ4] ... cuya longitud se va acortando. Además, la razón entre las longi
Figura 2.3: Atractor doble de la función logística. 
 tudes de cada dos intervalos sucesivos: 
 λ2− λ1, λ3− λ2, λ4− λ3, ... (1)λ3− λ2 λ4− λ3 λ5− λ4 
 tiende a una constante, conocida como constante de Feigenbaum: 
 δ = 4, 669201609 ... (2) Cuando λ alcanza el valor críticoλc = 0, 892486 ..., se interrumpe de forma brusca el fenómeno de duplicación del periodo. En efecto, a partir de ese valor crítico especial las sucesivas iteraciones conducen al cálculo recursivo por una sucesión caótica de valores en la que se desvanece toda pauta de regularidad, es el caos

Figura 2.4: Cascada de bifurcaciones del periodo del atractor de la función logística a medida que crece el valor de 4λ.
determinista. En realidad la mayoría de las semillas evolucionan hacia atractores periódicos, pero de un periodo inmensamente grande, muy difícil de detectar, por lo que en la práctica tiene sentido considerar caótica, desordenada, la sucesión de resultados del cálculo recursivo.

Dentro del régimen caótico ocurre otro fenómeno singular: la extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, al valor de la semilla inicial del cálculo. Antes de alcanzar el régimen caótico, la recursión siempre conduce a atractores simples o periódicos, y de forma tal que para un valor dado deλ siempre se alcanza el mismo atractor, independientemente de la semilla inicial que

Figura 2.5: Al crecer λ crece la inclinación de la parábola y, por tanto, la inclinación de la zona de intersección con la bisectriz xn+1 = xn, lo que determina el comportamiento ordenado o caótico de las sucesivas iteraciones.

pone en marcha la recursión. A partir de λc, sin embargo, las sucesivas salidas del cálculo recursivo recorrerán valores muy distintos según de qué semilla inicial arranque el cálculo. Y la sensibilidad es extrema, pues pequeñísimas variaciones de la semilla conducirán a una sucesión de resultados muy diferente. Es el llamado efecto mariposa, uno de los fenómenos más populares surgidos de la teoría del caos. Aunque el fenómeno había sido ya pronosticado por C. Maxwell en el siglo XIX y algo más tarde por H. Poincaré, fue Lorentz quien descubrió de forma casual esa exquisita sensibilidad a las condiciones iniciales que presentan muchos fenómenos físicos (como los atmosféricos estudiados por el propio Lorenz [8], [9]). Según se cuenta, Lorenz se vio obligado a interrumpir una sucesión de cálculos recursivos y luego, al volver a repetirlos, no lo hizo desde el mismo valor inicial sino desde otro muy parecido. La pequeña desviación inicial se convirtió con el paso de los sucesivos cálculos en un resultado completamente distinto del que se obtiene cuando se arranca del valor inicial original. En determinadas condiciones, los sistemas siguen trayectorias que divergen en forma exponencial. Así, por muy pequeñas que sean las diferencias iniciales, la separación exponencial de las trayectorias hará que los sistemas sigan historias muy diferentes. Como suele decirse desde entonces, el simple aleteo de una mariposa en el Amazonas podría acabar provocando una tormenta en Nueva York.

El cálculo recursivo con la función logística también presenta sensibilidad extrema a las semillas iniciales cuando el parámetro de control es igual o mayor que el valor críticoλc. A pesar de su sencillez la función logística exhibe el repertorio básico de los comportamientos recursivos descubiertos con otras funciones y sistemas de ecuaciones más complejos. Es un buen instrumento, al menos para un primer análisis, de los sistemas sometidos a dinámicas no lineales discretas y recursivas. Por esa razón se ha usado, y se sigue usando, en disciplinas tan diferentes como la biología, la economía o la sociología. Pero en el mundo real los sistemas no evolucionan aisladamente sino inmersos en una compleja red de interacciones. Como veremos, la función logística nos permite también definir de una manera muy sencilla algunos tipos básicos de interacciones recursivas.

El interés por el estudio de las interacciones no es nuevo. Existe una larga tradición, particularmente en biología, que como mínimo se remonta a los modelos clásicos del tipo Lotka-Volterra [6]. En general, los instrumentos de análisis suelen ser sistemas de ecuaciones diferenciales o de ecuaciones en diferencias finitas más o menos complejos. Pero, hasta donde yo sé, nunca se ha utilizado la función logística con ese propósito. Como el lector podrá comprobar en las páginas que siguen, hacerlo es extremadamente sencillo y los resultados no pueden ser más interesantes y prometedores. Sabemos ya que la función logística es un modelo sencillo y productivo de las dinámicas no lineales que son al mismo tiempo discretas y recursivas. En las páginas que siguen tendremos la ocasión de comprobar que las funciones logísticas también sirven para modelizar redes de interacciones no lineales, discretas y recursivas, entre sistemas dinámicos. Interacción recursiva, discreción y no linealidad son precisamente las características más notables que exhiben la mayoría de los fenómenos naturales y de las actividades humanas. De ahí el interés de este tipo de análisis. La función logística permite realizar análisis muy sencillos de interacciones recursivas en enjambres formados por miles de sistemas.

Como es bien sabido, en una función logística existen dos elementos variables, el primero es el parámetro de control1 (4λ) que define y diferencia a cada función logística; es la causa deter
1Aunque la cuestión es irrelevante, para algunos autores el parámetro de control es λ mientras que para otros es 4λ
minante de la evolución que seguirán las sucesivas recursiones. El segundo elemento es la variable x que aparece en dos términos, x y (1− x); representan una tensión numérica entre el crecimiento y el decrecimiento del propio sistema en las sucesivas iteraciones. La función crece con x y decrece con (1− x) de modo que para valores pequeños la función es creciente mientras que para valores grandes resulta decreciente. Esa forma de evolución ”en parábola o campana” es muy característica y está muy extendida tanto en el mundo natural como en el de las actividades humanas. Una forma muy sencilla de modelizar una interacción recursiva entre dos sistemas sería definir dos funciones logísticas (una para cada sistema) de tal modo que el parámetro de control de cada función fuera una variable dependiente de la otra función. Esta especie de guerra de funciones permitiría definir interacciones negativas (el crecimiento de un sistema perjudica al crecimiento otro) y positivas (el crecimiento de un sistema beneficia al crecimiento del otro). Es precisamente lo que haremos en los próximos capítulos.

Si el cálculo recursivo nos sorprendió con sus llamativas criaturas, la interacción recursiva (que es como llamaremos a este nuevo tipo de cálculo) nos sorprenderá con las suyas propias. Veremos, por ejemplo, que los sistemas alcanzan los atractores finales siguiendo trayectorias o líneas de coevolución muy bien definidas; veremos que esas trayectorias permiten entrar y salir del caos; y que existe una estrecha relación entre las trayectorias de los dos sistemas. Veremos incluso que las trayectorias de coevolución coinciden con ciertas conclusiones teóricas de la termodinámica de procesos irreversibles. Y veremos finalmente el formidable poder estabilizador de las interacciones en los enjambres de sistemas. Naturalmente esos enjambres de sistemas interactivos reflejan mucho mejor el mundo que las simples interacciones binarias.

3.-Recursion interactiva

3.1 Introducción

En este capítulo presentaremos una nueva forma de analizar la interacción entre dos sistemas dinámicos. El instrumento de análisis será la función logística, que una vez más nos guiará hacia un nuevo mundo de objetos y comportamientos sorprendentes tanto por su sencillez y regularidad como por su estética. La clave de la interacción será el parámetro de control de la función logística. O mejor dicho, los parámetros de control de cada función, pues ahora usaremos dos de esas funciones, una para cada sistema interactuante. El parámetro de cada función, que controla la pendiente de su propia gráfica, será a su vez controlado por la otra función. Una vez definidos los tipos de interacción probaremos un resultado básico relacionado con la simultaneidad de los atractores en los sistemas interactuantes: el teorema de los atractores, que establece la forma en la que ambos

23 sistemas alcanzan sus correspondientes atractores. Definiremos luego el concepto de trayectoria de coevolución, que viene a ser el camino por el que cada sistema transita hacia su atractor final. Son caminos bien definidos geométricamente, casi siempre con simetría diagonal y gran similitud en los dos sistemas interactuantes. En los siguientes capítulos haremos una presentación práctica y gráfica de los diferentes tipos de interacciones. Naturalmente, serán sólo unos pocos casos que seguramente no son representativos de todas las posibilidades de la nueva interacción recursiva. El lector pude hacer su propio análisis usando la aplicación InterCalculus, que permite explorar de una forma muy rápida cualquier intervalo de valores, sean estos de las sensibilidades (véase más abajo) o de las semillas.

3.2 Definiciones

Consideremos dos sistemas X e Y modelizados por sendas funciones logísticas, la primera dependiente de la variable real x y la segunda de la variable real y:
 xn+1 = 4λxxn(1− xn) yn+1 = 4λyyn(1− yn) donde λx yλy son los respectivos parámetros de control. En esas condiciones es clara la independencia de ambas funciones (y por tanto de los sistemas modelizados). Una forma elemental de hacer que ambas funciones sean mutuamente dependientes consiste en definir el parámetro de control de cada función en términos de la variable de la otra función. Tendríamos entonces:
 xn+1 = gx(yn)xn(1− xn) yn+1 = gy(xn)yn(1− yn) Si gx(yn), a la que llamaremos de ahora en adelante función de interacción de X con Y, es creciente entonces diremos diremos que la interacción del sistema X con el Y es positiva. En caso contrario, se dirá que es negativa. Como es natural, existen muchas formas de definir las funciones gx y gy. En este libro usaremos la siguiente
 gx(yn) = 4(1− Sxyn) 
 para las interacciones negativas, y: 
 gx(yn) = 4Sxyn
para las positivas. En ambos casos la constante Sx representa la sensibilidad del sistema X al sistema Y. Esa constante se definirá siempre de forma arbitraria dentro del intervalo real semiabierto (0, 1]. Las sensibilidades muy bajas representan interacciones débiles, que originan funciones logísticas planas. Por el contrario, las sensibilidades altas definen interacciones intensas y funciones logísticas mas empinadas. La sensibilidad del sistema X respecto al sistema Y es una medida de los efectos que el sistema Y produce en el sistema X. Naturalmente lo mismo ocurre con la sensibilidad Sy del sistema Y al sistema X. Las sensibilidades de una interacción representan, pues, una medida de la intensidad de la interacción.

Figura 3.1: Interacción negativa del sistema X con el Y. El valor de yn determina ahora la función (parábola) sobre la que se calculará xn+1 en función de xn.
Como puede verse en la Figura 3.1, si el sistema X interacciona negativamente con el sistema Y, ocurrirá que el crecimiento (decrecimiento) de Y ocasiona el decrecimiento (crecimiento) de X. Si el sistema Y también interacciona negativamente con el X tendríamos una doble interacción negativa, como la que ocurre, por ejemplo, en la competencia por algún recurso. Si el sistema X interacciona positivamente con el Y ocurre lo contrario, como se muestra en la Figura 3.2, el crecimiento (decrecimiento) de Y ocasiona el crecimiento (decrecimiento) de X. Sería el caso de la relación que mantiene un predador con su presa.

Figura 3.2: Interacción positiva del sistema X con el Y.
Análogamente se definen las funciones de interacción para el sistema Y en función de la variable x y de la sensibilidad Sy del sistema Y al sistema X:
 gy(xn) = 4(1− Syxn) 
 gy(xn) = 4Syxn) 
 Con dos sistemas, como el X y el Y es entonces posible establecer tres tipos de interacciones: 
 1. Negativa-negativa: 
 xn = 4(1− Sxyn)xn(1− xn) (1) yn = 4(1− Syxn)yn(1− yn) (2) 
 2. Positiva-negativa: 
 xn = 4Sxynxn(1− xn) (3) yn = 4(1− Syxn)yn(1− yn) (4) 
 3. Positiva-Positiva: 
 xn = 4Sxynxn(1− xn) (5) yn = 4Syxnyn(1− yn) (6) A partir de ahora nos referiremos a las interacciones negativasnegativas como interacciones NN; a las positivas-negativas como PN y a las positivas-positivas como PP. Los dos primeros casos son los más interesantes. El primero representa una relación de competencia entre los dos sistemas. El segundo representa una relación de predación o de explotación de un sistema por otro. El tercero una relación de cooperación. En este último caso la relación acaba casi siempre en la aniquilación de los dos sistemas. Así que, desde el punto de vista de las dinámicas modelizadas por la interacción de funciones logísticas, la lucha y la competencia son más estables y creativas que la cooperación. De ahora en adelante hablaremos de interacción entre dos sistemas, o entre sus correspondientes funciones logísticas, para referirnos exclusivamente a las interacciones recursivas que se acaban de definir.

Resulta ahora inmediato generalizar la noción de interacción recursiva para el caso de n sistemas. En efecto, consideremos n sistemas Xi i=1,2,...n modelizados por cada uno de ellos por una función logística de variable real xi. La evolución de los sistemas
 Xi i=1,2,...n, sometidos cada uno de ellos a una red de interacciones (n− 1)-arias, se puede representar mediante: 
 1 

n 

xi k +1 = n− 1j=1 

j=i 
 gxi(xj)xik(1− xik) (7) donde xik representa la k-ésima generación del sistema Xi; gxi(xj) es la función de interacción de Xi con Xj, que será 4(1−Sijxj) si la interacción es negativa; o bien 4Sijxj si es positiva, siendo Sij la sensibilidad del sistema Xi al Xj. Lo interesante de las ecuaciones (7) es que son fácilmente programables, de modo que es posible calcular y representar la evolución de sistemas sometidos a una red de interacciones.

Aunque el libro está dedicado básicamente a las interacciones binarias de tipo NN y PN, dedicaremos alguna atención al estudio de las interacciones múltiples en enjambres de sistemas. Será en el último capítulo, donde se resumirán los escasos resultados experimentales realizados hasta el momento. El pro
Figura 3.3: En la figura de la izquierda se representan las semillas iniciales de una interacción múltiple entre treinta sistemas en los que cada uno de ellos interacciona con otros veinte, siendo tres de esas interacciones positivas y el resto negativas. A la derecha aparece el estado final alcanzado en la sexta iteración, en ese estado todos los sistemas están ya en un atractor simple.

grama informático InterCalculus permite analizar la evolución de un número variable de sistemas -hasta mil- sometidos a un número también variable de interacciones -cada sistema puede interaccionar con todos los demás. Con su ayuda, el lector podrá comprobar el gran poder estabilizador de las interacciones recursivas. Así, a título de ejemplo, considerando que cada uno de los mil sistemas interacciona con otros doscientos y siendo 40 de esas interacciones PN y el resto NN, el conjunto de sistemas tarda menos de 35 iteraciones en alcanzar un estado final estable en el que todos los sistemas alcanzan un atractor simple de periodo 1.

3.3 Teorema de los atractores

De ahora en adelante diremos que dos sistemas X e Y mantienen una interacción binaria si entre ellos existe una interacción NN o PN definidas respectivamente de acuerdo con (1)-(2)
y (3)-(4). La doble interacción positiva conduce invariablemente a un atractor simple situado en el punto 0; o bien en el punto 0,5 si todos los valores iniciales son también 0,5. Es una conclusión que, sorprendentemente, coincide con un resultado de la termodinámica de sistemas lejos del equilibrio. Como el lector puede comprobar en el Apéndice A, es posible analizar la interacción de sistemas abiertos y alejados del equilibrio desde de punto de vista de la producción interna de entropía. Uno de los resultados de ese análisis es un teorema que establece la existencia de trayectorias de coevolución siempre que al menos una de las interacciones sea negativa (teorema de San Mateo, página A.7).

Probaremos ahora un resultado básico y general que establece la simultaneidad y la equivalencia de los atractores que pueden aparecer en los dos sistemas interactuantes. En efecto, probaremos que si uno de los sistemas interactuantes llega a un atractor de orden k entonces lo mismo ocurre con el otro sistema.

Teorema de los atractores : Sean X e Y dos sistemas sometidos a una interacción binaria cualquiera. Una condición necesaria y suficiente para que el sistema X resulte atrapado en un atractor de orden k es que el sistema Y también resulte atrapado en un atractor de orden k.
 Demostración. Supongamos que el sistema X esta sometido a un atractor de orden k. A partir de un cierto i se verificará: 

xn = xn+k,∀n> i (8) 
 Por otra parte tendremos 
 xn = S(yn−1)xn−1(1− xn−1) 
 xn+k = S(yn+k−1)xn+k−1(1− xn+k−1) donde S(yn−1) será 4(1− Sxyn−1) si la interacción de X con Y es negativa, o bien 4Sxyn−1 si dicha interacción es positiva. Análogamente para S(yn+k−1). De acuerdo con (8) tendremos entonces:
 S(yn−1)xn−1(1− xn−1) = S(yn+k−1)xn+k−1(1− xn+k−1) 
 Y como xn−1 = xn+k−1 tendremos: 
 S(yn−1) = S(yn+k−1) 
 Es decir: 4(1− Sxyn−1) = 4(1− Sxyk +n−1) 
 si la interacción de X con Y es negativa; o bien: 
 4Sxyn−1 = 4Sxyk +n−1 si dicha interacción es positiva. De ambos casos resulta: 
 yn−1 = yn+k−1,∀n> i Lo que implica que el sistema Y también está atrapado en un atractor de orden k. Hemos probado pues que si el sistema X está atrapado en un atractor de orden k entonces el sistema Y también lo está. De forma análoga se prueba que si es Y el que está atrapado en un atractor de orden k entonces también lo está el sistema X.

El teorema que se acaba de probar solo se aplica a las interacciones binarias. En efecto, como veremos en el último capítulo, en el caso de las interacciones múltiples los sistemas no alcanzan la estabilidad de los atractores finales de forma simultánea. Aunque en la mayoría de los casos esa estabilidad se propaga con gran rapidez por los sistemas que forman el enjambre interactivo. Además del teorema de los atractores, la experimentación sugiere otros resultados generales que seguramente también podrán ser deducidos formalmente. Por ejemplo los siguientes:

En las interacciones NN, el sistema menos sensible siempre va por delante y es más estable que el más sensible. En las interacciones PN, el sistema que sufre la interacción negativa siempre va por delante y es más estable que el que sufre la interacción positiva.

Las trayectorias de coevolución en las interacciones NN tienen simetría diagonal.
 Las trayectorias de coevolución en las interacciones PN tienen simetría diagonal, radial o espiral.

3.4 Trayectorias de coevolución

La interacción de dos sistemas, sea del tipo que sea, invariablemente conduce a un atractor final. Puede ser un atractor de cualquiera de los tipos conocidos: periódicos, fractales, caóticos y posiblemente otros de nuevo cuño, como luego veremos. La novedad de la evolución interactiva (coevolución) basada en la recursión logística es que los sistemas siempre alcanzan los atractores finales siguiendo unos caminos bien definidos. Tras un número muy pequeño de iteraciones, puede verse como los puntos que representan los sucesivos valores alcanzados por los sistemas dibujan una o más líneas bien definidas que acaban en el atractor final. Llamaremos trayectorias de coevolución a ese conjunto de líneas por el que los sistemas progresan hacia sus respectivos atractores finales; y rama a cada una de las líneas que componen una trayectoria. En consecuencia, una trayectoria de coevolución es un conjunto geométricamente estructurado de puntos que termina en un atractor. Las trayectorias se recorren una sola vez y en un sólo sentido: hacia el atractor. Representan en realidad la historia evolutiva de cada uno de los sistemas interactuantes; es decir, la historia coevolutiva. En algunos casos el atractor final se alcanza tras un número muy pequeño de iteraciones siguiendo unas trayectorias muy cortas y discontinuas. En otros, los sistemas recorren líneas de coevolución más largas y densas antes de llegar al atractor. Las trayectorias propiamente dichas siempre se alcanzan tras un brevísimo número de iteraciones a partir de la semilla inicial. En algunos casos de interacciones NN, el número de iteraciones necesarias para alcanzar el atractor final es inmenso, si es que en realidad se alcanza el atractor final. Cuestión esta última que habrá que investigar para algunas iteraciones, dedicándoles suficientes recursos y tiempo1. Más adelante llamaremos asintóticos a estos atractores.

Figura 3.4: Trayectorias de coevolución en interacciones NN. En la figura de la izquierda, la trayectoria de coevolución del sistema X -en rojo- converge con la trayectoria del sistema Y -en azul- hasta un tramo final común (verde) que termina en un atractor doble común -en negro- (Sx = Sy = 0,99; x0 = 0,1; y0= 0,9; zoom: = 6). En la figura de la derecha las trayectorias de ambos sistemas primero convergen y luego divergen hasta un atractor doble y distinto para cada sistema (Sx = 0, 9999; Sy = 0,9998; x0 = 0,9; y0= 0,7; zoom: 3). (En el resto del libro se usará siempre la misma clave de colores que esta figura)

Los atractores y sus correspondientes trayectorias de coevolución dependen fundamentalmente de las sensibilidades mutuas

1 En algunos experimentos se ha constatado la necesidad de realizar varios miles de millones de iteraciones para progresar una sola cifra decimal hacia el atractor, cifra muy cercana todavía a la coma decimal.

Figura 3.5: Inversion aparente de trayectorias de coevolución (izquierda). Ambos sistemas caen en un atractor de periodo 2 (Sx = 0, 99999; Sy = 0,99998; x0 = 0,9; y0= 0,2; zoom: 3). A la derecha puede verse que en realidad el final de la trayectoria del sistema Y no coincide con la zona inicial de la trayectoria del sistema X (zoom: 229).

de los sistemas interactuantes y de las semillas iniciales, de modo que con las mismas sensibilidades un cambio en las semillas puede provocar un cambio importante de trayectoria y de atractor. Se podría decir que, en este sentido, la situación es intermedia con relación a la que presenta la función logística en solitario: allí los atractores simples y periódicos son independientes de la semilla, mientras que el recorrido por el interior de un atractor caótico es extremadamente dependiente de la semilla inicial; aquí casi siempre hay dependencia, aunque nunca tan extrema. La interacción modera las turbulencias del caos.

En casi todos los casos examinados las trayectorias de coevolución están formadas por más de una rama (frecuentemente un número par de ellas) y los sistemas evolucionan saltando cíclicamente de una rama a otra, siempre en el mismo orden. Aunque el orden seguido cuando hay más de dos ramas no es necesariamente el de la contigüidad espacial de las ramas. Los sistemas siguen, pues, una evolución periódica mientras se dirigen a sus respectivos atractores finales.

Figura 3.6: Trayectorias de coevolución en una interacción PN. En la figura de la izquierda cada sistema evoluciona hacia su atractor simple siguiendo una trayectoria espiral de 4 ramas (Sx = 999999; Sy = 0,99; x0 = 0,9; y0 = 0,9; zoom: = 28419). En la figura de la derecha las trayectorias de coevolución de los sistemas primero se alejan y luego se acercan radialmente hasta un atractor final de orden cuatro (Sx = 9999999999989799; Sy = 0,9999999767298; x0 = 0,9666666; y0 = 0,94444; zoom: = 7).

Estando en régimen caótico los sistemas pueden abandonar el caos y dirigirse hacia un atractor simple o periódico siguiendo trayectorias de coevolución específicas. O pueden pasar de un régimen caótico a otro régimen caótico a través de trayectorias regulares por las que avanzan de forma ordenada. Las trayectorias de los dos sistemas pueden converger hacia uno o más puntos, o divergir también a partir de uno o más puntos. Pueden primero converger y luego divergir. Pueden incluso converger hasta un punto a partir del cual cada sistema recorre en sentido inverso una trayectoria muy similar a la recorrida hasta entonces por el otro sistema (inversión de trayectorias). En otras ocasiones, particularmente en las dobles interacciones negativas, la parte final de las trayectorias de coevolución de los dos sistemas coinciden exactamente hacia un atractor final común (Figura 3.4).

Figura 3.7: Trayectorias que conducen del caos al orden. Izquierda en una interacción NN (Sx = 0,9998; Sy = 0,999; x0 = 0,001; y0 = 0,9); derecha en una PN (Sx = 0,9999999; Sy = 0,999999; x0 = 0,5197; y0 = 0,99917).

Como es natural, los sistemas oscilan caóticamente (a veces no tan caóticamente) mientras se encuentran en un régimen caótico. Pero, como se acaba de indicar, pueden abandonar ese régimen siguiendo ciertas trayectorias coevolutivas por las que progresan hacia otro tipo de atractor no caótico. La situación inversa también se produce: recorrer el camino que conduce del orden periódico al caos (este tipo de evolución parece que no ocurre en las interacciones PN). Las entradas y salidas del caos se realizan siempre de forma simultánea por parte de los sistemas interactuantes.
 Teniendo en cuenta la naturaleza discreta de las iteraciones, las trayectorias de coevolución no son líneas continuas sino discre 

Figura 3.8: Evolución hacia el caos. Trayectorias de coevolución de los dos sistemas antes de llegar al régimen caótico. Obsérvese como el sistema menos sensible a la interacción (sistema Y, en azul) va siempre por encima del sistema más sensible (X, en rojo); a la derecha pueden verse las oscilaciones regulares, periódicas, de ambos sistemas. (Interacción NN definida por Sx = 0,999998; Sy = =0,998; x0 = 0,6; y0 = 0,6)

Figura 3.9: Evolución hacia el caos. La figura de la izquierda muestra a los dos sistemas ya dentro del régimen caótico; a la derecha oscilaciones irregulares de los sistemas en el caos, el sistema Y siempre por encima del X (Interacción NN definida por Sx = 0,999998; Sy = =0,998; x0 = 0,6; y0 = 0,6).

tas, aunque en la mayoría de los casos hay que ampliarlas para observar los huecos entre los puntos que forman sus ramas. En ocasiones la ampliación ha de ser enorme, de miles de millones de veces, lo que revela la existencia de trayectorias muy empaquetadas, con una densidad muy elevada de puntos. La densidad de puntos puede variar de unas zonas a otras de la trayectoria. Naturalmente, en las zonas de mayor densidad el progreso hacia el atractor es más lento. El final de algunas trayectorias es extremadamente lento, lo que indica que en estos casos el atractor, en sus proximidades, pierde casi toda su fuerza de atracción, o bien que el atractor está precedido por un intervalo que funciona casi como un atractor.

Destacaremos finalmente las relaciones geométricas que invariablemente aparecen en las trayectorias de coevolución de los dos sistemas interactuantes:
 1. Las trayectorias presentan siempre el mismo número de ramas. 
 2. Las ramas tienen siempre la misma forma en los dos sistemas. 
 3. Las ramas suelen ser simétricas respecto a la diagonal (xn+1 = xn para el sistema X; o bien de yn+1 = yn para el sistema Y. 4. Los cambios de dirección de las ramas (convergencia y divergencia) se producen de forma simultánea en ambos sistemas.
 5. Las ramas de los dos sistemas pueden cruzarse varias veces o presentar zonas de tangencia. 3.5 Atractores

Los resultados sobre los atractores en las interacciones recursivas con funciones logísticas que recoge este libro no son concluyentes porque el análisis realizado es puramente experimental, y la experimentación informática tiene sus limitaciones. En nuestro caso el instrumento utilizado (InterCalculus) permite ampliar millones de veces cualquier región de un atractor y, con ser enorme, no es suficiente para sacar conclusiones finales. Sobre todo en el caso de algunos atractores de posible estructura fractal. Como es lógico, rellenar con puntos una zona ampliada millones de veces requiere un número gigantesco de iteraciones y en consecuencia una velocidad de cálculo del ordenador que las ejecuta que no está al alcance de los ordenadores personales contemporáneos. Con todo, el breve análisis realizado hasta el momento sugiere la existencia de al menos una nueva familia de atractores. El análisis revela también cambios súbitos en el modelo de atractor: en ciertas interacciones los sistemas parecen haber sido caído en un atractor (reconocible por su geometría) cuando súbitamente caen en otro de otra naturaleza, siempre más sencilla. En estos casos diremos que el primer atractor degenera en el segundo. En todos los casos analizados los dos sistemas evolucionan siempre hacia el mismo tipo de atractor, sea éste degenerado o no (véase por ejemplo la Figura 3.14).

Los atractores de la nueva familia, a la que llamaremos familia orbital, incluye varios tipos atractores que tienen en común el estar formados por una o más líneas cerradas, a las que llamaremos órbitas. Los atractores orbitales pueden estar formados por una o más de tales órbitas. Cuando el atractor está formado por más de una órbita -en general un número par de ellas- las diferentes órbitas se disponen con una cierta simetría diagonal, simetría con respecto a alguna de las diagonales del intervalo [0, 1]× [1, 0] de R2. Aunque la forma de las órbitas es variable, el aspecto de casi todas ellas es elipsoidal de elevada excentricidad. La forma en la que se van ocupando los sucesivos puntos del atractor es muy peculiar: la orbita aparece inicialmente fragmentada en un cierto número de segmentos (por ejemplo 62) y las sucesivas iteraciones hacen que los sistemas vayan saltando de un segmento a otro, siempre en el mismo orden y siempre extendiendo el segmento en la misma dirección, aunque los segmentos sucesivamente ocupados no son adyacentes. Los saltos cíclicos sobre las órbitas y sobre los segmentos de las órbitas ocasiona el comportamiento periódico de los sistemas que las recorren. Pero, como veremos, la evolución de los sistemas por los atractores orbitales es algo más compleja que lo se acaba de exponer (aunque la investigación realizada dista mucho de ser suficiente).
 Existen al menos los siguientes tipos de atractores orbitales: 
 Atractores orbitales simples Los atractores de este tipo están formados por una o más curvas cerradas -órbitas- de aspecto ovalado, aunque existen también de otras formas. Cada curva esta formada por una sola línea. Las sucesivas ampliaciones de la línea (hasta varios millones de veces) no revela estructura interna alguna, ni en las zonas de mayor curvatura ni en las más rectas. Invariablemente, las órbitas de uno de los sistemas (el menos sensible en el caso de las NN, o el que sufre la interacción negativa en el caso de las PN.) se sitúan por encima de las del otro y son de menor envergadura que las primeras, lo que naturalmente tiene su propia significación numérica y coevolutiva (que además coincide con los resultados del análisis experimental de las interacciones en el mundo físico, orgánico e inorgánico; incluso en el mundo de las actividades humanas). En algunos casos la entrada a las orbitas se realiza radialmente, de modo que una pequeña trayectoria radial conduce a cada fragmento de la órbita (figuras 3.10
y 5.2).
 Atractores orbitales plegados En este caso los atractores están formados por líneas cerradas, generalmente ovaladas, en cuyas zonas de mayor curvatura el atractor se desdobla en una maraña de líneas que se pliegan y cruzan de una forma muy compleja. El número y disposición de las estas líneas no varía al ampliar la zona millones de veces, lo que sugiere que no hay en ellas fractalidad. La red de líneas se empaqueta o desaparece en las zonas de menor curvatura, que parecen estar constituidas por una sola línea (no se aprecia estructura interna en estas zonas del atractor, aunque posiblemente aparezca tras un número inmenso de iteraciones). Los atractores de órbitas plegadas pueden estar formados por una o más líneas, en general dispuestas ortogonalmente y con simetría diagonal (cuando son más de dos líneas aparecen en dos grupos, cada uno de ellos ortogonal a una de las diagonales del cuadrado [1, 0]×[0, 1]. En todos los casos observados, cuando la interacción evoluciona hacia este tipo de atractores lo hace en ambos sistemas, aunque también aquí las órbitas de uno de los atractores son siempre de mayor envergadura que las del otro y permanecen por debajo de ellas (Figura 3.11).
 Atractores orbitales irregulares Estos atractores son como los orbitales simples excepto que las líneas de las orbitas son de contorno irregular. Las irregularidades pueden afectar a toda la línea o sólo a las regiones de mayor curvatura (Figura 3.12). A veces presentan bordes con numerosas indentaciones en esas zonas de máxima curvatura.
 Atractores orbitales complejos Las órbitas de estos atractores recuerdan a las de los orbitales plegados, pero la estructura interna de sus línea es mucho más compleja. Es posible que se trate de estructuras fractales pero de momento no está claro que ese sea el caso. (Figura 3.13).
 Atractores orbitales degenerados En algunas interacciones los sistemas caen inicialmente en un atractor orbital de cualquiera de los tipos que se acaban de describir, pero tras un cierto número de iteraciones el atractor orbital se transforma en un atractor periódico cuyos puntos se sitúan en las líneas del atractor orbital inicial. Hablaremos entonces de una degeneración del atractor orbital (Figura 3.14).
 Atractores orbitales discontinuos Las órbitas de este tipo de atractores son sencillas en el sentido de que sus líneas no poseen estructura interna, pero exhiben formas complejas, sobre todo en las zonas de mayor curvatura. Además los segmentos de la orbita mantienen su extensión inicial, no llegan a solaparse. La órbita presenta siempre un aspecto discontinuo, con grandes huecos entre los sucesivos segmentos. Al cabo de un cierto número de iteraciones, estos atractores degeneran (en los casos estudiados) en atractores periódicos de periodo elevado (Figura 5.13 del capítulo 5).

Finalmente destacaremos un tipo peculiar de atractor periódico (generalmente de periodo bajo) que se caracteriza por un fuerte cambio de velocidad en la aproximación al atractor. Durante la mayor parte de la trayectoria los sistemas evolucionan hacia el atractor a una velocidad rápida o normal, pero en el último tramo de la trayectoria (que suele ser cortísimo) la aproximación se desacelera de forma muy notable, consume cientos
 -incluso miles- de millones de iteraciones por cifra decimal, tantas más cuanto más se aleja la cifra de la coma decimal. En algunos casos la aproximación de la cuarta cifra decimal cuesta varios miles de millones iteraciones. En las cercanía del atractor las trayectorias de coevolución se vuelven superdensas. A estos atractores de exagerada lentitud de aproximación final, los llamaremos atractores asintóticos. Queda abierta la cuestión de si realmente los sistemas alcanzan un atractor periódico final.

Figura 3.10: A la izquierda atractor orbital simple correspondiente a la interacción PN definida por las sensibilidades Sx = 0,988; Sy = 0,3 y las semillas x0 = y0 = 0,9; zoom: 4). A la derecha 4 orbitas de la interacción NN Sx = 0,38; Sy = 0,34; x0 = 0,3; y0 = 0,2; zoom: 2.

Figura 3.11: A la izquierda atractor de órbita plegada correspondiente a la interacción PN definida por Sx = 0,999; Sy = 0,232; x0 = y0 = 0, 9); zoom: 3. A la derecha se muestra una ampliación (zoom: 97) de la zona marcada con un pequeño recuadro en el dibujo de la izquierda. La ampliación pone de manifiesto la existencia de una fina estructura no fractal de líneas.


Figura 3.12: A la izquierda atractor de bordes irregulares correspondiente a la interacción NN definida por las sensibilidades Sx = 0,335; Sy = 0,333 y las semillas x0 = 0,3; y0 = 0,2; zoom: 3. A la derecha parte del borde irregular del atractor orbital de la interacción PN Sx = 0,9999; Sy = 0,23308; x0 = 0,2; y0 = 0,4; zoom: 13.

Figura 3.13: A la izquierda dos de las cuatro órbitas de un atractor orbital complejo correspondiente a la interacción NN definida por las sensibilidades Sx = 0,315; Sy = 0,333 y las semillas x0 = 0,3; y0 = 0,2; zoom: 3. A la derecha ampliación (× 320) del cuadradito marcado en la figura de la izquierda tras más de 10 millones de iteraciones.


Figura 3.14: Izquierda: atractor orbital degenerado en un atractor periódico de periodo 1360 correspondiente a la interacción NN definida por Sx = 0,3585; Sy = 0,336; x0 = 0,3; y0 = 0,2; zoom: 6. Derecha: atractor orbital degenerado en uno periódico de periodo 323 correspondiente a la interacción PN definida por Sx = 0,99999857; Sy = 0,2357; x0 = 0,5; y0 = 0,5; zoom: 3 (En negro los puntos de los atractores)

4.-Interacción negativa-negativa

4.1 Coevolución competitiva

De acuerdo con las definiciones dadas en el capítulo anterior, una interacción binaria NN entre dos sistemas X e Y modelizados por sendas funciones logísticas de variables reales x e y respectivamente vendrá dada por las ecuaciones:

xn = 4(1− Sxyn)xn(1− xn) (1) yn = 4(1− Syxn)yn(1− yn) (2) Los dos últimos términos de la primera ecuación, xn y (1− xn), representan la contribución del sistema X a su propia evolución: xn representa la contribución positiva y (1−xn) la negativa. Si x∗
es la intersección de (1) con la bisectriz xn+1 = xn, entonces la n-ésima iteración será mayor que la (n−1)-ésima si xn−1< x∗; en

49 caso contrario será menor. El método cobweb de iteración gráfica permite ver de una forma muy sencilla la relación entre x∗ y las sucesivas iteraciones.

Figura 4.1: La sucesivas iteraciones se obtienen trazando una línea horizontal desde la última iteración (xn en la figura) hasta la diagonal xn+1 = xn seguida de una línea vertical hasta la parábola, lo que nos lleva hasta la siguiente iteración xn+1 (método Cobweb de iteración gráfica).

El primer término de (1), 4(1−Sxyn), representa la interacción del sistema X con el sistema Y. O con otras palabras, la contribución del sistema Y a la evolución del sistema X. En este caso se trata de una contribución negativa: el crecimiento de yn ocasiona el decrecimiento de xn+1. Exactamente lo mismo puede decirse de los tres términos de la ecuación (2). La interacción NN representa, pues, una relación de competencia entre los sistemas X e Y. Como es bien sabido, este tipo de interacción (competencia por algún recurso) está muy extendido en la naturaleza. La iteración sucesiva del sistema de ecuaciones (1)-(2) representa entonces la evolución de dos sistemas (coevolución) sometidos a una relación de competencia. Al contrario de lo que ocurre con la iteración de la función logística en la que el papel de la semilla inicial es irrelevante fuera del régimen caótico, la iteración del sistema (1)-(2) depende tanto de las semillas iniciales (x0, y0) como de las sensibilidades mutuas (Sx, Sy) de los sistemas interactuantes (aunque más de las sensibilidades que de las semillas). Tenemos entonces cuatro números reales que pueden variar entre 0 y 1 y de modo tal que pequeñas variaciones -a varias posiciones de la coma decimal- pueden producir efectos muy diferentes. Las posibles trayectorias de coevolución son, en consecuencia, muy variadas. Explorarlas todas ellas representa un gran desafío, muy lejos del alcance y los objetivos introductorios de este libro. Pero incluso una pequeña exploración es suficiente para poner de manifiesto algunas regularidades y consecuencias interesantes. Nos ocuparemos de ellas en este capítulo.

4.2 Trayectorias de coevolución

En todas las observaciones realizadas con interacciones NN, las trayectorias de coevolución de los sistemas interactuantes son del mismo tipo y con el mismo número de ramas: dos por sistema. A veces son muy cortas, incluso inapreciables. En otros casos muy largas. La disposición de las ramas suele ser simétrica con respecto a la diagonal xn+1 = xn (o bien yn+1 = yn si nos referimos al sistema Y). Las trayectorias de ambos sistemas pueden acercarse y separarse una o varias veces. Sabemos ya que los sistemas recorren sus respectivas trayectorias de coevolución saltando cíclicamente entre sus ramas, exhibiendo un claro comportamiento periódico. Las oscilaciones son sincrónicas, de modo que ambos sistemas oscilan simultáneamente desde los valores bajos a los altos y viceversa, o lo que es lo mismo saltan al mismo tiempo de una rama a otra de sus respectivas trayectorias creciendo o decreciendo simultáneamente en cada salto. En algunas interacciones la diagonal atrae las trayectorias de coevolución, que frecuentemente terminan en un atractor periódico de periodo dos, cuyos dos puntos están simétricamente situados respecto a la misma diagonal. En otras interacciones, la diagonal repele las trayectorias, aunque el final suele ser el mismo que en el caso de la atracción: un atractor periódico de bajo periodo y simetría diagonal. A veces son pequeñas diferencias en las semillas iniciales las que provocan que la diagonal se comporte de una manera o de otra. En todos los casos los sistemas recorren sus trayectorias de coevolución en un único sentido, sin saltos atrás, de modo que el progreso a través de ellas es continuo, aunque discreto, es decir a saltos. Los puntos de las trayectorias sobre los que evolucionan los sistemas pueden estar más o menos empaquetados, en los casos extremos aparecen lo que hemos denominado atractores asintóticos. Como ya se indicó, en estos casos el recorrido final de las trayectorias es extraordinariamente lento, aunque no nulo. Podría darse el caso que ningún número finito de iteraciones fuera suficiente para alcanzar el atractor, del mismo modo que los términos de una sucesión convergente no pueden alcanzar su límite.

Un hecho muy destacable de este tipo de trayectorias es que un sistema va siempre por delante (en términos numéricos) del otro. Es el sistema de menor sensibilidad el que se mantiene por delante. Con las semillas iniciales apropiadas es posible, empero, que el sistema menos sensible empiece por debajo del más sensible, pero en las siguientes iteraciones acabará situándose por encima del otro. Aunque es aritméticamente razonable que así ocurra, es destacable el hecho de que coincida con un resultado de la termodinámica de procesos irreversibles, completamente independiente y relacionado con la producción conjunta de entropía interna. Es el teorema de San Mateo [7], cuya demostración en el año 1990 no despertó demasiado entusiasmo, a pesar de confirmar un viejo pronóstico de la biología evolucionista conocido precisamente como principio de San Mateo. De acuerdo con ese teorema, los sistemas sometidos a interacciones NN disponen de trayectorias de coevolución caracterizadas por la mínima producción conjunta de entropía. Para los sistemas abiertos alejados del equilibrio esas trayectorias representan las opciones evolutivamente más estables, y los sistemas las recorren yendo uno de ellos siempre por delante del otro (véase el Apéndice A).

En aquellos casos en los que el sistema menos sensible debe remontar hasta situarse por encima del otro sistema, las trayectorias pueden invertirse en mayor o menor grado. En estas ocasiones la segunda mitad de la trayectoria de cada sistema casi coincide con la primera mitad de la trayectoria del otro. Con suficiente aumento puede verse la separación de ambas trayectorias, además la densidad de puntos es generalmente distinta en ambas trayectorias.

Los casos más espectaculares de inversión de trayectorias corresponden a aquellos en los que cada sistema evoluciona de un régimen caótico a otro. En estos casos ambos sistemas arrancan de una zona caótica y luego se dirigen por una trayectoria de dos ramas hacia una zona de encuentro a partir del cual cada uno de ellos recorre, aunque en sentido inverso, una trayectoria muy similar a la recorrida por el otro para llegar al punto de encuentro. Como se acaba de indicar, la inversión de trayectorias es una consecuencia del hecho experimentalmente constatado de que el sistema menos sensible va siempre por delante del más sensible. Esta parece ser una ley general que opera incluso cuando los dos sistemas están en régimen caótico.

Debido al sincronismo de las oscilaciones que sufren los sistemas en su recorrido por las ramas de las trayectorias de coevolución, es de esperar, y así se produce, una fuerte correlación numérica entre los valores alcanzados por ambos sistemas. La correlación se mantiene incluso dentro de los atractores caóticos como veremos enseguida. Para la mayoría de los casos el coeficiente de correlación lineal es superior a 0,9.

Figura 4.2: Dos ejemplos de la simetría diagonal propia de las trayectorias de coevolución en el caso de las interacciones NN. A la izquierda interacción definida por Sx = 0,99988; Sy = 0,9976; x0 = 765; y0= 234; zoom: 2. A la derecha la definida por Sx = 0,9999; Sy = 0,999; x0 = 83; y0= 2; zoom: 2. En el primer caso las trayectorias de coevolución terminan en un atractor simple de periodo 16; en el segundo acaban en uno de periodo 2
 Figura 4.4: Un caso de inversión de trayectorias. A la izquierda inicio de la iteración, la inversión aún no se ha producido pero la trayectoria de cada sistema se mueve hacia la trayectoria del otro. A la derecha puede verse la inversión ya realizada. En este caso la iteración conduce a un atractor final de periodo dos situado justo al límite de la zona de bifurcaciones que conducen al caos (Sx = 0,9999; Sy = 0,999; x0 = 0,3; y0 = 0,002)
 Figura 4.6: Inversión de trayectorias entre dos regímenes caóticos. Las dos figuras muestran dos zonas ampliadas de las trayectorias de coevolución de las figuras anteriores en las que puede verse como la inversión no es perfecta (Sx = 1; Sy = 0,99999; x0 = 0,719; y0 = 0,019).

Figura 4.3: En la interacción de la izquierda ( Sx = 0,81; Sy = 0,8; x0 = 0,7; y0 = 0,7; zoom: 5) las trayectorias son atraídas por la diagonal xn+1 = xn (yn+1 = yn para el sistema Y). En la interacción de la derecha (Sx = 0,81; Sy = 0,8; x0 = 0,81; y0 = 0,81; zoom: 5) las trayectorias son repelidas por la diagonal. En ambos casos el final de la coevolución es un atractor periódico de orden o periodo 2 cuyos puntos se sitúan simétricamente con respecto a la misma diagonal.


 

Figura 4.5: Inversión de trayectorias entre dos regímenes caóticos. A la izquierda las dos trayectorias se acercan al punto de encuentro (0,5, 0,5) a partir del cual cada una seguirá en sentido inverso una trayectoria muy similar a la del otro sistema, especialmente en los tramos rectos sin bifurcaciones. A la derecha la inversión está casi completada. (Sx = 1; Sy = 0,99999; x0 = 0,719; y0 = 0,019).


 

Figura 4.7: Evolución periódica de los sistemas X e Y sometidos a la interacción de la figura anterior (interacción Sx = 1; Sy = 0,99999; x0 = 0,719; y0 = 0,019). A la derecha la evolución fuera del régimen caótico; a la derecha dentro del régimen caótico. Ambos gráficos sugieren una fuerte correlación entre los valores sucesivamente alcanzados por los dos sistemas.


4.3 Atractores

Hasta donde se ha podido comprobar, la interacción NN acaba siempre atrapada en algún tipo de atractor que, de acuerdo con el teorema de los atractores, se alcanza simultáneamente en ambos sistemas. Pueden ser de cualquier tipo: periódicos, caóticos, fractales, orbitales y asintóticos. Las trayectorias de acceso a los atractores pueden ser directas o pueden sufrir cambios de dirección, atracciones y repulsiones, antes de llegar al atractor. En la mayoría de los casos cada elemento de un atractor tiene su propia rama de acceso en la trayectoria de coevolución. Como ya se indicó, las diferentes ramas de la trayectoria se disponen simétricamente con respecto a la diagonal y son recorridas en un único sentido. En otros casos los atractores periódicos aparecen súbitamente como consecuencia de la degeneración de atractores de otro tipo, caóticos, orbitales o fractales. En estos casos los puntos del atractor pertenecen o están muy próximos al atractor original, parecen formar parte de su geometría. Los atractores más simples (de periodo 1) son raros, salvo algunos casos triviales como el de la interacción definida por Sx = 1; Sy = 1; x0 = 0,5; y0 = 0,5, que alcanza el punto (0,5, 0,5) tras la primera iteración. Los atractores periódicos de periodo dos o superior son muy frecuentes. En algunos casos los puntos del atractor se sitúan simétricamente con respecto a la diagonal, cada uno con su propia rama de acceso. En otros casos resultan, como ya se ha dicho, de la degeneración de atractores no periódicos. En la mayoría de los casos, cada punto del atractor se alcanza siguiendo una sucesión de números que corresponde a los puntos de la rama de la trayectoria de coevolución que conducen a él, o bien a los segmentos de un atractor orbital que degenerará en el atractor periódico.

La interacción NN produce también atractores fractales, caóticos, asintóticos y todos los tipos de la familia que hemos denominado orbital. Los atractores orbitales simples está formados por una o más órbitas cuyas líneas no cambian de aspecto ni siquiera cuando se magnifican miles de millones de veces. Con grandes aumentos sólo se observa una sucesión muy discontinua de puntos que revela el carácter discreto de la interacción recursiva. Usualmente el atractor está formado por más de una órbita, frecuentemente cuatro, y los sistemas saltan cíclicamente de una órbita a otra, siempre en el mismo orden. Como ya se indicó, la órbita se divide en segmentos y los sistemas saltan de uno a otro recorriéndolos cíclicamente una y otra vez, manteniendo también el mismo orden en el recorrido, aunque ese orden no es el de la adyacencia de los segmentos. Los segmentos, a su vez, son recorridos en una única dirección -no hay saltos atrás. Con suficiente aumento de los segmentos orbitales puede verse tanto su naturaleza discontinua como la forma en la que crecen y alcanzan a los segmentos adyacentes. Cuando ocurre esto último, los puntos del segmento continúan por los huecos del segmento alcanzado, de forma tal que no coincide con ninguno de sus puntos. Cada segmento se extiende discretamente a través de toda la órbita, ocupando los huecos dejados por el resto de los segmentos y por los suyos propios. Así, si una órbita tiene 30 segmentos la podemos imaginar descompuesta en 30 órbitas de la misma forma, discontinuas y superpuestas de tal manera que ninguno de sus puntos coincide con los de otra. Cuando un segmento completa la órbita y se alcanza a sí mismo, continua por los huecos libres. El número de iteraciones necesarias para que un segmento complete la órbita es muy elevado, y hasta el momento no se ha hecho la suficiente investigación como para sacar conclusiones definitivas sobre la evolución de los sistemas cuando son atrapados en un atractor orbital. Podría ser el caso de que todos ellos degenerasen en un atractor periódico tras un número inmenso de iteraciones.

Aunque la fractalidad no siempre está clara, existen atractores cuyas líneas se resuelven en nuevas líneas cuando son amplificadas (las ampliaciones no tienen que ser muy grandes). Ampliando las nuevas líneas encontramos la misma respuesta. Son los atractores fractales. La forma más extendida de este tipo de atractores es la de una curva abierta con uno o más bucles. En la mayoría de los casos cada sistema presenta un atractor diferente, aunque con ciertas analogías geométricas. Invariablemente el atractor correspondiente al sistema menos sensible se sitúa por encima del correspondiente al más sensible.

En algunos casos la evolución de los sistemas en el seno de los atractores fractales, orbitales, e incluso caóticos, se ve súbitamente interrumpida y el sistema queda atrapado en un atractor periódico cuyos puntos parecen pertenecer a la geometría del atractor inicial. El periodo del atractor degenerado es muy variable, desde dos o tres hasta varios miles (en los casos observados). El número de iteraciones necesarias para que el atractor degenere es también variable; a veces muy elevado. Como ya se ha sugerido, podría ser que todos (o casi todos) los atractores no periódicos acaben degenerando en uno de tipo periódico, aunque tras un número inconcebiblemente grande de iteraciones.

Los atractores caóticos invariablemente tienen la forma de una banda parabólica más o menos ancha que casi siempre presenta algún tipo de estructura interna, básicamente huecos parabólicos. La banda del atractor del sistema menos sensible es de gran amplitud, ocupa una estrecha franja alrededor de la parábola máxima (correspondiente a un parámetro de controlλ = 1); ampliando la franja pueden verse las características bifurcaciones y huecos parabólicos. Por el contrario, la banda parabólica del sistema más sensible es una pequeña región parabólica muy cercana al punto (0, 0), también con sus correspondientes bifurcaciones y huecos parabólicos. Esta gran diferencia en el tamaño de los atractores caóticos, mínima para el más sensible y máxima para el menos sensible, parece ser una ley general, al menos es lo que ocurre en todos los casos estudiados, sin excepción. En algunas iteraciones se ha observado que el sistema que evoluciona por el atractor más pequeño parece recorrer varias sucesiones de puntos todas ellas decrecientes; parece que evolucionara hacia la extinción, aunque a una velocidad extremadamente lenta. Resulta también sorprendente la alta correlación numérica existente entre los valores sucesivamente alcanzados por los dos sistemas cuando evolucionan en sus respectivos atractores caóticos. El coeficiente de correlación lineal supera el valor de 0,999 en muchos casos; en otros es algo más bajo pero siempre superior a 0,5 (conviene recordar aquí el pequeño número de casos analizados).

Finalmente también existen atractores asintóticos en la interacción NN. La aproximación inicial a este tipo de atractores es normal, o incluso rápida. Así ocurre para los dos o tres primeros decimales. A partir de ahí la aproximación al atractor es extraordinariamente lenta, tanto más cuanto más nos alejamos de la coma decimal. En realidad no se ha investigado que ocurre más allá de la quinta de esas cifras decimales.

4.4 Del caos al orden

Uno de los resultados más sorprendentes de las interacciones recursivas con funciones logísticas es la capacidad que muestran los sistemas interactuantes de abandonar el caos y alcanzar un atractor no caótico, que en el caso de la interacción NN es siempre uno de tipo periódico y de bajo periodo, al menos eso es lo que ocurre en todos los casos estudiados. Ambos sistemas abandonan el régimen caótico al mismo tiempo y tras seguir una trayectoria más o menos larga, generalmente de dos ramas, acaban atrapados en un atractor periódico de orden no muy elevado. Literalmente cada sistema tira del otro, lo saca del atractor caótico y lo estabiliza indefinidamente en un atractor periódico sencillo. A veces la salida del caos se realiza en la misma frontera del atractor caótico, en otros casos siguen una trayectoria de coevolución más o menos larga antes de alcanzar el atractor periódico final.

Pero no sólo se puede ir del caos al orden, también se puede recorrer el camino inverso. Los sistemas siguen trayectorias de coevolución ordenadas por las que evolucionan exhibiendo un comportamiento regular, periódico, hasta llegar al atractor caótico donde naturalmente exhiben un comportamiento caótico, al menos aparentemente. Pueden incluso, salir de un atractor caótico y, tras seguir una trayectoria regular, acabar en otro atractor caótico distinto. Ocurre así cuando el sistema menos sensible ocupa un atractor caótico menor que el ocupado por el más sensible. Es decir cuando estando ambos sistemas en régimen caótico no está el sistema menos sensible por encima del más sensible, como parece que manda la ley interactiva. Ya hemos visto que en algunos de estos casos cada sistema recorre casi la misma historia del otro, aunque en sentido inverso. De todas formas, la breve experimentación realizada hasta el momento no permite sacar conclusiones generales y definitivas. Será necesario analizar de forma más detallada el comportamiento de los sistemas en el interior de los atractores caóticos.

Figura 4.8: Dos ejemplos de atractores periódicos sencillos en la interacción NN. A la izquierda uno de periodo 2 que corresponde a la interacción definida por Sx = 0,984; Sy = 0,9758; x0 = 0,48; y0= 0,35; zoom: 3. Obsérvese como el sistema menos sensible -el azul- queda por encima del más sensible a pesar de su menor semilla inicial. A la derecha el atractor de periodo 36 correspondiente a la interacción Sx= 0,4; Sy = 0,3; x0 = 0,9; y0 = 0,003; zoom: = 2.

Figura 4.9: A la izquierda un atractor orbital simple de cuatro ramas de la interacción definida por Sx = 0,38; Sy = 0,333; x0 = 0,3; y0 = 0,2; zoom: 2. A la derecha dos ramas del attractor orbital de bordes irregulares correspondiente a la interacción Sx = 0,35; Sy = 0,333; x0 = 0,3; y0 = 0,2; zoom: 3.


Figura 4.10: A la izquierda un atractor orbital complejo (£fractal?) de cuatro ramas. Se han representado sólo las de un sistema (Sx = 0,315; Sy = 0,333; x0 = 0,3; y0 = 0,2). El pequeño recuadro aparece ampliado 77 veces en la figura de la derecha para que pueda apreciarse la fina estructura de líneas de aspecto parabólico que forman el atractor.

Figura 4.11: A la izquierda el atractor fractal de la interacción Sx = 0,8; Sy = 0,1; x0 = 0,22; y0 = 0,12). A la derecha ampliación (×28) de la región marcada en el gráfico de la izquierda.


Figura 4.12: Degeneración de un atractor orbital en un atractor periódico. A la izquierda primeras iteraciones sobre el atractor orbital, cuya forma se reconoce fácilmente. A la derecha atractor periódico final de periodo 320, alcanzado tras 67456 iteraciones (Sx = 0,36; Sy = 0,333; x0 = 0,32; y0 = 0,2; zoom: = 5).

Figura 4.13: Degeneración de un atractor fractal en uno periódico. A la izquierda resultado de las primeras iteraciones sobre el atractor fractal. A la derecha, degeneración en un atractor periódico de orden 7, que se alcanza tras 2062 iteraciones (Sx = 0,803; Sy = 0,103; x0 = 0,8; y0 = 0,5).


Figura 4.14: Degeneración de un atractor caótico en uno periódico. A la izquierda resultado de las primeras iteraciones en régimen caótico. A la derecha, degeneración en un atractor periódico de orden 5 tras 4101 iteraciones (Sx = 0,9998; Sy = 0,99; x0 = 0,8; y0 = 0,7).

Figura 4.15: Dos atractores caóticos precedidos de cruzamiento de trayectorias de coevolución. A la derecha el de la interacción Sx = 0,999999; Sy = 0,9999; x0 = 0,8255; y0 = 0,66. A la derecha el correspondiente a Sx = 0,99989; Sy = 0,99; x0 = 0,87; y0 = 0,37.


Figura 4.16: Evolución del caos al orden, en este caso un atractor periódico de periodo 16 que se alcanza tras 65552 iteraciones. A la izquierda los dos sistemas; a la derecha el sistema X ampliado 5 veces. Los puntos del atractor (cuadraditos negros) se localizan en el mismo borde de la región caótica. La interacción es la definida por Sx = 0,9999; Sy = 0,998; x0 = 0,04; y0 = 0,8877.

Figura 4.17: Dos ejemplos de evolución hacia el orden a partir del caos. A la izquierda hacia un atractor periódico de periodo 4 (Sx = 0,9999; Sy = 0,9985; x0 = 0,04; y0 = 0,877) en 65540 iteraciones. A la derecha la evolución es hacia un atractor de periodo dos, y se alcanza tras 1048578 iteraciones (Sx = 0,99999; Sy = = 0,99996; x0 = 0,14; y0 = 0,877).


Figura 4.18: Dos ejemplos de evolución del orden al caos. El orden esta representado por las trayectorias de coevolución. En esas trayectorias los sistemas evolucionan siguiendo un comportamiento periódico saltando regularmente de una rama de la trayectoria a otra. Al final de las trayectorias ambos sistemas caen en un atractor caótico. A la izquierda la interacción Sx = 0,999999; Sy = = 0,999; x0 = 0,9; y0 = 0,9. A la derecha Sx = 0,99999; Sy = = 0,999; x0 = 0,8255; y0 = 0,66

5.-Interacción positiva-negativa

5.1 Coevolución asimétrica

En las interacciones PN que examinaremos en este capítulo, uno de los sistemas saca provecho de la interacción mientras que el otro sale perjudicado. O en otros términos, el crecimiento de uno de los sistemas beneficia al otro pero el crecimiento de éste perjudica al primero. De acuerdo con las definiciones propuestas en el capítulo 3, la interacción PN de dos sistemas X e Y modelizados cada uno de ellos por una función logística viene dada por:
 xn = 4Sxynxn(1− xn) (1) yn = 4(1− Syxn)yn(1− yn) (2) 

La interpretación de los tres términos de (1) y de (2) es exactamente la misma que en el caso de la interacción NN. La única 71 diferencia es que ahora el sistema X crece cuando Y crece, y decrece cuando Y decrece. En el sistema Y ocurre todo lo contrario, crece cuando X decrece, y decrece cuando X crece. Al igual que en el caso de las interacciones NN, los sistemas pueden ser más o menos sensibles a la interacción, y su coevolución dependen también de las semillas iniciales (aunque la dependencia es menor que la impuesta por el parámetro de control, 4Sxy para el sistema X y 4(1− Syx) para el sistema Y.

Las trayectorias de coevolución y los atractores parecen ser incluso más variados que en el caso de la doble interacción negativa. Aparece un nuevo tipo de trayectoria de coevolución espiral que, hasta donde se ha examinado, siempre acaba en un atractor simple de periodo 1 y por tanto situado sobre la diagonal principal de [0, 1]× [0, 1]. El sistema que sufre la interacción positiva invariablemente acaba situado por debajo del que sufre la interacción negativa. En algunas interacciones PN el sistema que mantiene la interacción positiva puede extinguirse, lo que nunca se ha observado que ocurra con el que mantiene la interacción negativa. En el mundo orgánico ocurre lo mismo: los depredadores son más sensibles que las presas a la interacción que mantienen entre ambos. En términos de biomasa, cada nivel trófico representa apenas un 10 % del nivel trófico inferior sobre el que se asienta, es un requisito de estabilidad ecológica sin el cual las redes tróficas se desmoronan con facilidad. Y es lógico que así sea por simples razones termodinámicas: no hay forma de evitar la disipación irreversible de energía que se produce en todas las transferencias energéticas. Lo sorprendente es que coincida con la pura interacción recursiva numérica que estamos analizando.

5.2 Trayectorias

Como en el caso de la interacción NN, los atractores sencillos de periodo n, o bien son alcanzados por trayectorias de n ramas (una rama por cada punto del atractor), o bien resultan de la degeneración de un atractor no periódico (orbital, caótico o fractal). Si el atractor es de un punto (lo que es bastante frecuente en este tipo de interacción) entonces también existe la posibilidad de que la trayectoria tenga varias ramas que acaban convergiendo de forma radial o espiral hacia el atractor. Para valores altos de las sensibilidades las trayectorias muestran una clara simetría radial y espiral. También puede ser radial el acceso a los atractores orbitales (Figura 5.2). Como en el caso de las interacciones NN, aquí también son semejantes las trayectorias de los dos sistemas hacia sus respectivos atractores. Las ramas de una trayectoria pueden ser convergentes y divergentes. Incluso ambas cosas, con cambios bruscos de dirección que siempre se disponen con una clara simetría diagonal. Las ramas de las trayectorias de ambos sistemas pueden ser también tangentes en algunas de sus regiones (Figura 5.5).

A diferencia de las interacciones NN, en las PN las oscilaciones de los sistemas a lo largo de sus trayectorias de coevolución son asíncronas: los valores altos de un sistema coinciden con los

Figura 5.1: Las oscilaciones de los sistemas en interacción PN son asíncronas, como se muestra en la figura. Los máximos de un sistema coinciden con los mínimos del otro, y viceversa (Sx = 0,51; Sy = 0,51; x0 = 0,7; y0 = 0,9).

valores bajos del otro, y viceversa. Lo mismo sucede con las oscilaciones de los sistemas cuando ya se encuentran en algún atractor no periódico. Así ocurre también en las interacciones naturales de este tipo, por ejemplo las que mantienen las presas con sus depredadores.

En las interacciones PN no parecen existir, como sí ocurre en el caso de las NN, cruces de trayectorias de coevolución. Tampoco se ha observado inversión de trayectorias. Los sistemas sometidos a este tipo de interacción pueden abandonar simultáneamente el régimen caótico y evolucionar hacia otro tipo atractores, frecuentemente orbitales y periódicos simples. La transición del caos al orden suele ser muy rápida, las trayectorias que conectan el caos con el orden son muy cortas (a veces de unos pocos puntos). Sin embargo no se han observado coevoluciones simultáneas hacia el caos, aunque invariablemente siempre que

Figura 5.2: Derecha: cambio brusco de dirección en las cuatro ramas de una trayectoria (Sx = 0,99999; Sy = 0,999999; x0 = 0,966; y0 = 0,944). Izquierda: trayectorias radiales hacia un atractor orbital simple (Sx = 0,999; Sy = 0,39399; x0 = 0,45; y0 = 0,67).

el sistema que mantiene la interacción positiva se extingue, el otro queda en régimen caótico. Los atractores caóticos son similares a los de la interacción NN, ocupando ahora el atractor menor el sistema que sufre la interacción positiva. En general, en las interacciones PN se alcanza antes el estado final de la coevolución, y no se han observado atractores de tipo asintótico. Parece que este tipo de interacciones tienen una altísima capacidad estabilizadora, sobre todo en los enjambres de sistemas. Por ejemplo, en un enjambre de 500 sistemas y 499 interacciones de este tipo (positiva-negativa, con semillas y sensibilidades elegidas aleatoriamente) todos los sistemas llegan a un atractor periódico final (de periodo uno) en unas veinte iteraciones, siendo el valor medio de todos los sistemas de 0,499 con una desviación típica de 0,0005.

5.3 Atractores

En las interacciones PN aparecen los mismos tipos de atractores que en las NN, aunque con algunas diferencias. Aquí los atractores más frecuentes son los periódicos sencillos, sobre todo los de periodo uno que, naturalmente, se sitúan sobre su correspondiente diagonal. Se accede a ellos mediante trayectorias de coevolución simples que suelen ser cortas y rápidas. Con sensibilidades altas el acceso al atractor se realiza mediante trayectorias de varias ramas (en algunos casos muy numerosas) que se disponen en forma radial o espiral. Puede haber cambios bruscos de dirección en las trayectorias, y cuando ocurren lo hacen simultáneamente en todas las ramas de las dos trayectorias. Son raros los atractores asintóticos, que en todo caso no tienen un final tan lento como en el caso de las interacciones NN. Son también raros los atractores caóticos. En realidad no se ha observado ningún caso en el que los dos sistemas queden en régimen caótico. Tampoco abundan los de naturaleza fractal. Los atractores orbitales pueden tener partes de la órbita con formas curiosas, generalmente ramas laterales o pliegues. O bien pueden tener zonas muy plegadas. Existe un tipo peculiar de atractor orbital cuya órbita es discontinua y que, hasta donde se ha observado, acaba degenerando en un atractor periódico. En todos los atractores orbitales examinados el sistema sometido a la interacción positiva tiene órbitas de mayor envergadura que las del sistema sometido a la interacción negativa, estando siempre las órbitas de este último por encima de las del primero. Lo que quiere decir que los sistemas que sufren la interacción negativa varían menos y se mantienen por encima de los que sufren la interacción positiva, O con otras palabras, que son más estables que los sistemas que sufren la interacción positiva. Lo mismo ocurre en las interacciones naturales, al menos en el mundo orgánico. Otra nota destacable de los atractores de la interacción PN es que para sensibilidades bajas el sistema sometido a la interacción positiva puede caer en el atractor 0 (extinción). O puede mantenerse un cierto número de iteraciones con un valor extremadamente bajo para luego recuperarse de forma súbita y alcanzar valores altos en los que ya se mantiene. Es una auténtica resucitación del sistema.

Como en el caso de la interacción NN, mostraremos a continuación un resumen gráfico de la experimentación con interacciones PN. La muestra es pequeña pero pone ya de manifiesto la existencia de algunos hechos destacables. Las figuras se han obtenido con la aplicación InterCalculus y los colores tienen el mismo significado que en las figuras anteriores.

5.4 Del caos al orden

Al contrario que en la interacción NN, en la PN no se han observado casos en los que ambos sistemas queden atrapados en un atractor caótico. Puede ocurrir que el sistema sometido a la interacción positiva se extinga (lo que sucede si su sensibilidad es

Figura 5.3: Izquierda: atractor simple de periodo 1 ( Sx = 0,57; Sy = 0,57; x0 = 0,65; y0 = 0,65; zoom: 2). Derecha: atractor simple de periodo 2 y ramas divergentes (Sx = 0,647; Sy = 0,424; x0 = 0,811; y0 = 0,306; zoom: 2).

Figura 5.4: Izquierda: atractor simple de periodo 2 y ramas convergentes ( Sx = 0,647; Sy = 0,453; x0 = 0,811; y0 = 0,306; zoom: 2). Derecha: Atractor simple de periodo 4 (Sx = 0,52; Sy = 0,55; x0 = 0,5; y0 = 0,5; zoom: 2)

muy baja1) y el otro quede dentro de un atractor caótico. Tampoco se han observado casos en los que ambos sistemas se extingan. Existen, por el contrario, transiciones muy rápidas del

1 En el caso de una interacción positiva, una sensibilidad baja implica un parámetro de control de la función logística muy bajo y, por tanto, una parábola muy plana.

Figura 5.5: Izquierda: atractor simple de periodo 4 y ramas divergentes y paralelas (Sx = 0,9998; Sy = 0,999; x0 = 0,001; y0 = 0,9; zoom: 6). Derecha: atractor simple de periodo 2 y ramas divergentes y tangentes (Sx = 1; Sy = 0,9999; x0 = 0,8255; y0 = 066; zoom: 9).

Figura 5.6: Izquierda: atractor simple de periodo 1 con trayectoria de cuatro ramas convergentes (Sx = 0,99999; Sy = 0,999999; x0 = 0,8; y0 = 0,4; zoom: 4). Derecha: atractor fractal (Sx = 0,5; Sy = 0,4825; x0 = 0,1; y0 = 0,1).

caos al orden representado por cualquiera de los atractores no caóticos. En todos los casos se parte de una situación inicial en la que el sistema sometido a la interacción positiva está casi extinguido mientras que el otro evoluciona caóticamente por una

Figura 5.7: Izquierda: atractor fractal de cuatro regiones (aparecen solo las del sistema X). La interacción corresponde a Sx = 0,5; Sy = 0,51; x0 = 0,7; y0 = 0,9; zoom: 8. Derecha: una de las ramas del atractor de la izquierda ampliada 77 veces.

Figura 5.8: Izquierda: atractor fractal de dos regiones ( Sx = 0,88; Sy = 0,155; x0 = 0,255; y0 = 0,77). Derecha: Atractor fractal de dos regiones (Sx = 0,999; Sy = 0,18; x0 = 0,7; y0 = 0,7).

amplia parábola. A partir de ese estado y en muy pocas iteraciones el sistema casi extinguido se recupera y los dos sistemas pasan bruscamente a un atractor no caótico.

Figura 5.9: Izquierda: espiral de cuatro ramas hacia un atractor de periodo 1. ( Sx = 0,999; Sy = 0,99; x0 = 0,8535; y0 = 0,85; zoom: 486). Derecha: Espiral de 9 ramas hacia un atractor de periodo 1 (Sx = 0,94; Sy = 0,3; x0 = 0,9; y0 = 0,9; zoom: 9).

Figura 5.10: Izquierda: trayectoria de ramas rectas y espiral hacia un atractor de periodo 1. (Sx = 0,99999999; Sy = 0,9999; x0 = 0,033; y0 = 0,000011; zoom: 35). Derecha: trayectoria de ramas casi rectas hacia atractor de periodo 1 (Sx = 0,99; Sy = 0,999; x0 = 0,8535; y0 = 0,85; zoom: 8).


Figura 5.11: Izquierda: atractor orbital simple ( Sx = 0,9999; Sy = 0,33; x0 = 0,2; y0 = 0,4; zoom: 4). Derecha: atractor orbital de bordes irregulares (Sx = 0,9999957; Sy = 0,2357; x0 = 0,5; y0 = 0,5; zoom: 3).

Figura 5.12: Izquierda: atractor orbital de órbita plegada ( Sx = 0,999; Sy = 0,232; x0 = 0,9; y0 = 0,9; zoom: 3). Derecha: ampliación (× 115) del recuadro marcado en la figura de la izquierda.

Figura 5.13: Izquierda: atractor orbital discontinuo ( Sx = 0,9999; Sy = 0,233; x0 = 0,2; y0 = 0,4; zoom: 2). Derecha: ampliación (× 15) de la zona marcada en la figura de la izquierda. Estos atractores invariablemente degeneran en atractores periódicos de periodo elevado.

Figura 5.14: Izquierda: Trayectoria de coevolución radial de múltiples ramas hacia un atractor de periodo 1 (Sx = 0,999; Sy = 0,399; x0 = 0,8; y0 = 0,8; zoom: 7). Derecha: ampliación (× 115) de la trayectoria del sistema X.


Figura 5.15: Degeneración de atractores. A la izquierda degeneración de un atractor orbital a uno periódico de periodo 148 (Sx = 0,9999; Sy = 0,23303; x0 = 0,2; y0 = 0,4; zoom: 2). A la derecha degeneración de un atractor fractal en otro periódico de periodo 10 (Sx = 0,8; Sy = 0,155; x0 = 0,2; y0 = 0,4; zoom: 7).

Figura 5.16: Izquierda: de parábola caótica a atractor de periodo 4 ( Sx = 0,9999999; Sy = 0,99999; x0 = 0,5197; y0 = 0,99917). Derecha: de parábola caótica a atractor de periodo 4 con trayectoria convergente divergente (Sx = 0,999999; Sy = 0,99999; x0 = 0,119; y0 = 0,00039).


Figura 5.17: Izquierda: de parábola caótica a atractor de periodo 1 ( Sx = 0,999999; Sy = 0,589; x0 = 0,02; y0 = 0,0001). Derecha: de parábola caótica a orbital de bordes irregulares (Sx = 0,99999; Sy = 0,2357; x0 = 0,1; y0 = 0,999999).

Figura 5.18: Izquierda: de parábola caótica a órbita simple( Sx = 0,99999957; Sy = 0,3357; x0 = 0,001; y0 = 0,999995)Derecha: de parábola caótica a órbita degenerada en atractor de periodo 323 (Sx = 0,99999957; Sy = 0,2357; x0 = 0,71; y0 = 0,99995).


6.-Enjambres de sistemas

6.1 Interacciones múltiples

El mundo físico no está formado por parejas de sistemas que interaccionan mutuamente, no está formado por parejas aisladas. En el mundo físico los sistemas reales mantienen interacciones múltiples con otros muchos sistemas. El mundo es una compleja red de interacciones. Por razones obvias, modelizar ese complejo entramado de interacciones resulta muy difícil, cuando no imposible, con los métodos matemáticos habituales (sistemas de ecuaciones diferenciales o en diferencias finitas). Por esta razón el estudio clásico de las interacciones se ha limitado siempre a un número reducido de sistemas, casi siempre dos. En el capítulo 3 tuvimos la ocasión de comprobar lo sencillo que resulta generalizar la definición de interacción binaria con funciones logísticas para un número cualquiera de sistemas en los que cada uno de ellos puede interaccionar con cualquier número de

87 los restantes sistemas. En este capítulo pondremos en práctica esa idea y analizaremos sus consecuencias. Será una nueva aproximación a la realidad dinámica e interactiva del mundo.

Consideremos, como hicimos como hicimos allí, un conjunto Xi i=1,2,...m de m sistemas modelizados cada uno de ellos por una
 función logística de variable real xi. La evolución recursiva de
 los sistemas Xi i=1,2,...m, sometidos cada uno de ellos a una red
 de interacciones logísticas (k )-arias (donde k≤ m− 1), se puede
 representar mediante:
 1 

k xi n+1 =k− 1 j=1 

j= 
 gij(xj)xin(1− xin) (1) donde xi n representa la n-ésima generación del sistema Xi; gij es la función de interacción del sistema xi con el xj, que será 4Sijxj,n si la interacción de Xi con Xj es positiva, o bien 4(1− Sijxjn) si dicha interacción es negativa, siendo Sij la sensibilidad del sistema i al sistema j. La definición es muy sencilla. Los términos segundo y tercero significan, como siempre, los efectos positivos y negativos del sistema sobre su propia evolución. El primer factor, el parámetro de control, recoge el efecto que sobre el sistema en cuestión tienen todos los demás sistemas con los cuales interacciona, tanto negativa como positivamente.

Las interacciones en un enjambre de sistemas pueden definirse de varias formas. El programa InterCalculus usado en la investigación resumida en este capítulo permite tres maneras o modos de definir la red de interacciones en el enjambre de interacciones:

Modo aleatorio: cada sistema interacciona aleatoriamente con un cierto número (previamente elegido) de sistemas. Los sistemas elegidos para interaccionar cambian en cada iteración (interacción falsa).
 Modo binario: cada sistema interacciona siempre con los mismos sistemas, y si un sistema Xi interacciona con otro sistema Xj, entonces el sistema Xj también interacciona con Xi (interacción verdadera). Los sistemas que interaccionan con un sistema dado pueden ser cualesquiera y se eligen de una vez por todas al inicio del ciclo de iteraciones. Modo sucesivo: los sistemas elegidos para interaccionar con un sistema dado Xi son aquellos que le siguen en el orden natural de la sucesión de sistemas: Xi+1, Xi+2, Xi+3, ... Por ejemplo el sistema X1 interacciona con los sistemas X2, X3, X4 y X5. El último sistema de la sucesión se supone sucedido por el primero.

Una diferencia importante entre las interacciones binarias y las múltiples es que en estas últimas no es de aplicación el teorema de los atractores, aunque la conclusión que sugiere la experimentación es que todos los sistemas evolucionan rápidamente hacia un atractor final que en la inmensa mayoría de los casos es de periodo uno. La estabilidad del atractor no se alcanza simultáneamente en todos los sistemas, pero en general se propaga con bastante rapidez una vez alcanzado el atractor final por alguno de los sistemas. La rapidez con la que se alcanza el estado final se incrementa notablemente con el número de sistemas interactuantes y con el número de interacciones, sobre todo con el de las PN. Lo mismo ocurre si la mayoría de las sensibilidades de los sistemas son altas, por encima de 0,7. Una vez alcanzada la estabilidad en todos los sistemas, pueden modificarse arbitrariamente algunos de ellos para analizar la estabilidad del conjunto. Al hacerlo se puede comprobar que las modificaciones o fluctuaciones provocadas se asimilan con rapidez y desaparecen completamente al cabo de unas pocas iteraciones.

6.2 Características generales

Expondremos a continuación un resumen de la exploración realizada con las interacciones múltiples, reconociendo que ha sido muy limitada. Antes de empezar conviene definir un par de nociones teóricas que serán de gran utilidad para describir los resultados. En primer lugar diremos que un sistema ha alcanzado la estabilidad si se encuentra atrapado en un atractor periódico simple. Así mismo, diremos que el enjambre de sistemas ha alcanzado la estabilidad cuando todos los sistemas han alcanzado la estabilidad y todos ellos permanecen indefinidamente en el mismo estado. Finalmente, el valor medio del enjambre será la media aritmética del valor de todos los sistemas. En algunos casos que discutiremos más adelante la estabilidad es dinámica en el sentido de que los sistemas oscilan de forma sincronizada describiendo una onda que se propaga indefinidamente por todos ellos. Hay aquí una especie de comportamiento colectivo muy estable, el enjambre de sistemas se comporta como una especie de totalidad pulsátil.

En cada experimento realizado con InterCalculus es posible definir el número de sistemas del enjambre; el número de interacciones de cada sistema; y el número de interacciones PN y NN. Además se pueden definir tres modos de interacción (véase más arriba) y tres opciones sobre la definición de las sensibilidades y las semillas iniciales: que sean completamente aleatorias, que dominen los valores altos, o que dominen los bajos. Lo primero que llama la atención al poner en marcha un ciclo recursivo de interacciones es la extraordinaria capacidad estabilizadora de las interacciones recursivas, en el sentido de que todos los sistemas alcanzan rápidamente un estado estable en el que se mantienen de forma indefinida. Como se acaba de indicar, esa capacidad crece con el número de interacciones de cada sistema. Y más aún si algunas de las interacciones son de tipo PN. Cuando todas las interacciones son PN la estabilidad final se alcanza con la máxima rapidez, aunque el valor medio de los sistemas es algo más bajo. Es muy destacable el papel estabilizador de las interacciones asimétricas PN en las que un sistema sale beneficiado y el otro perjudicado.

Al poner en marcha la red de interacciones los sistemas oscilan entre dos extremos que se van acortando. La amplitud de la oscilación es inversamente proporcional a todos los factores que ya se han destacado (número de interacciones, número de interacciones PN y sensibilidades). Al cabo de un cierto número de iteraciones todos los sistemas quedan atrapados en un atractor de periodo uno (a lo sumo de periodo dos si los factores indicados no son los más favorables). Por ejemplo, con un enjambre de 1000 sistemas, si cada sistema interacciona sólo con otros cincuenta y todas las interacciones son NN, entonces la estabilidad del enjambre se alcanza tras un número relativamente alto de iteraciones, superior a 2500. Pero si el número de interacciones aumenta hasta 100 entonces la estabilidad se alcanza en unas 300 iteraciones de promedio. Para el caso de que cada sistema interaccione con otros 500 -todas las interacciones NNel número medio de iteraciones para la estabilidad final baja a 80. Si 100 de esas 500 interacciones son de tipo PN entonces la estabilidad del enjambre se alcanza en apenas 32 iteraciones. El valor medio del enjambre se sitúa casi siempre en los alrededores de 0,6, con una desviación típica muy baja, del orden de 0,0001. Si las 500 interacciones son de tipo PN la estabilidad total se alcanza en unas 20 iteraciones, aunque el valor medio final de todos los sistemas desciende hasta 0,499, con una desviación típica del orden de 0,0003 (si en lugar de 500 interacciones PN hay 999 la desviación típica desciende a 0,00007). Estas elevadas regularidades de los resultados finales sugieren la existencia de leyes generales de la interacción recursiva en enjambres de sistemas.

Los datos representados en la Figura 6.2 son los valores medios resultantes de repetir 100 veces el mismo ciclo de iteraciones. En 

Figura 6.1: Interacciones en un enjambre de 50 sistemas en el que cada uno de ellos interacciona con otros 15, positivamente con 14 y negativamente con 1. A la izquierda estado de los sistemas antes de comenzar la interacción. A la derecha estado final del enjambre estabilizado tras 83 iteraciones. El valor medio del enjambre es de 0,6252499.

Figura 6.2: Para un número dado de sistemas -1000 en el caso de la figura- la estabilidad del enjambre se alcanza tanto más rápidamente cuantas más interacciones mantengan los sistemas (gráfica superior). La capacidad estabilizadora de la red de interacciones se incrementa de forma muy notable cuando algunas de las interacciones son de tipo PN (el 40 % en el caso de la gráfica inferior).

cada ciclo se mantiene el número de sistemas y el tipo y número de interacciones, cambiando las sensibilidades y los valores iniciales de los sistemas en cada ciclo. En el caso de la figura, las sensibilidades y las semillas fueron elegidas de forma aleatoria (entre cero y uno) y el modo de interacción fue el binario. Una vez alcanzada la estabilidad final del enjambre pueden provocarse fluctuaciones arbitrarias en algunos sistemas y analizar el comportamiento del enjambre. En todos los casos analizados el comportamiento ha sido el mismo: las fluctuaciones se asimilan con suma rapidez, unas pocas decenas de iteraciones bastan para que los sistemas modificados recobren su estabilidad.

Figura 6.3: Interacciones en un enjambre de 234 sistemas en el que cada uno de ellos interacciona negativamente con otros 100 sistemas y positivamente con 11. Arriba estado inicial antes de iniciarse las interacciones. Abajo estado estable final alcanzado después de tan solo 36 iteraciones. El valor medio del enjambre es de 0,6212.

Como ya se ha indicado, en el caso de las interacciones múltiples no es de aplicación el teorema de los atractores, un sistema puede llegar a un atractor sin que lo hagan el resto de los sistemas. La experimentación sugiere, empero, que el efecto se contagia rápidamente y todos los sistemas alcanzan también un atractor al cabo de unas pocas iteraciones. Para enjambres pequeños, o con un número pequeño de interacciones por sistema, algunos sistemas (generalmente un número muy pequeño de ellos) puede tardar mas tiempo en alcanzar el atractor final de periodo uno, o incluso quedar atrapado en uno de periodo dos. Si el número de interacciones PN es alto entonces invariablemente todos los atractores finales serán de periodo uno, y además la estabilidad del enjambre se alcanza muy rápidamente.

Figura 6.4: Dos estados correspondientes a la propagación de la onda de valores en un enjambre de 50 sistemas en el que cada uno de ellos mantiene 15 interacciones (en el modo sucesivo) con otros tantos sistemas.

Cuando las interacciones entre los sistemas se definen en el modo sucesivo (véase más arriba) es frecuente que el sistema alcance un estado final dinámico en el que los sistemas fluctúan de forma sincronizada describiendo una especie de onda que se propaga indefinidamente por el enjambre. La interacción múltiple en estos casos induce una especie de comportamiento colectivo. La amplitud de la onda propagada por el enjambre es inversamente proporcional al número de interacciones, de modo que si ese número es muy elevado el comportamiento ondulatorio desaparece y el enjambre evoluciona rápidamente hacia un estado estable final en el que todos los sistemas caen en un atractor simple de periodo 1. Un elemento decisivo en la evolución de los sistemas es el valor de sus sensibilidades a las interacciones con otros sistemas. Cuando esos valores son altos (mayores de 0,7) la evolución hacia la estabilidad final es extremadamente rápida. Por el contrario, los valores muy bajos (menores de 0,5) casi siempre es necesario un ciclo de iteraciones muy largo para alcanzar la estabilidad final.

En realidad es fácil comprender -en términos aritméticos- lo que ocurre en la evolución de los enjambres de sistemas sometidos a una red de interacciones múltiples de tipo logístico. En efecto, el parámetro de control en la función logística de cada sistema depende de la media aritmética del estado de todos los sistemas con los que interacciona. Así, mientras mayor sea el número de interacciones que mantiene un sistema, más estable será la media aritmética que determina su parámetro de control. Y como esto ocurre en todos los sistemas, los parámetros de control de todos ellos tienden a estabilizarse y lo hacen sobre unos valores (alrededor de 0.6) para los que la función logística rápidamente alcanza un atractor simple. Otra cosa es explicar por qué se alcanza ese valor y no otro. Cuando las sensibilidades son bajas el valor medio final de los sistemas es mayor que cuando esas sensibilidades se eligen de forma aleatoria, y mayor aún que cuando las sensibilidades se eligen con valores altos.

A.-Coevolución

Abstract.-La consideración formal del concepto de interacción en el análisis termodinámico hace posible la deducción, en términos generales, de nuevos resultados relacionados con la coevolución de los sistemas interactuantes, con independencia de su distancia al equilibrio termodinámico. En este artículo se prueba la existencia de trayectorias de coevolución privilegiadas que se caracterizan por la mínima producción de entropía interna, una conclusión que extiende el teorema de Prigogine a los sistemas que evolucionan muy lejos del equilibrio termodinámico. A lo largo de esas trayectorias de mínima producción de entropía uno de los sistemas va siempre por delante del otro con relación al equilibrio. (Este artículo es una version revisada y ampliada de [7]. Solo se mantienen las definiciones y las secciones preliminares.)

A.1 Introducción

Uno de los objetivos esenciales de la termodinámica del no equilibrio es el análisis de los sistemas abiertos. Como se sabe, estos sistemas mantienen un intercambio continuo (flujo) de materia y energía con su entorno. A través de esos flujos los sistemas abiertos se organizan en el espacio y el tiempo. Sin embargo, el comportamiento tales sistemas difiere considerablemente según se encuentre cerca o lejos del equilibrio termodinámico. Cerca

97 del equilibrio las relaciones fenomenológicas que ligan los flujos con las fuerzas conjugadas responsables de esos flujos son aproximadamente lineales, es decir del tipo:
 Ji = Lijxj, i, j = 1, 2, ... , n (1) 

j
donde Ji son los flujos, xj las fuerzas generalizadas, y Lij son los llamados coeficientes fenomenológicos, que verifican la relaciones de reciprocidad de Onsager [14, 15]:
 Lij = Lji, i = j (2) En estas condiciones, el teorema de Prigogine [16] establece la existencia de estados estacionarios caracterizados por la producción mínima de entropía. Los sistemas pueden asimilar sus propias fluctuaciones y automantenerse.

Lejos del equilibrio, por otra parte, la fenomenología se vuelve claramente no lineal, permitiendo el desarrollo de ciertas fluctuaciones en los sistemas que pueden llegar a reconfigurarlos [2]. La termodinámica de procesos irreversibles nos puede proporcionar ahora información sobre la estabilidad de los sistemas pero no sobre su evolución. Lejos del equilibrio no existe un potencial capaz de dirigir la evolución de los sistemas [19]. El objetivo que nos proponemos aquí es precisamente derivar ciertas conclusiones formales relacionadas con esa evolución en el caso de los sistemas abiertos interactivos que evolucionan lejos del equilibrio termodinámico.

A.2 Definiciones
 La discusión siguiente estará basada en las dos siguientes suposiciones básicas: 
 1. Existen sistemas abiertos cuyos recursos disponibles son limitados. 
 2. Debida a esas limitaciones, tales sistemas compiten entre sí para mantener sus necesarios flujos de materia y energía. Ambas suposiciones conducen directamente al concepto de interacción. Antes de proponer una definición formal de ese concepto examinemos la Figura A.1 para obtener una idea intuitiva del tipo de problema que nos proponemos tratar. La Figura A.1 es una representación esquemática de tres sistemas abiertos alejados del equilibrio. En el caso (A) el sistema no está sujeto a interacciones con otros sistemas y mantiene flujos de materia y energía que, sin entrar en detalles fenomenológicos- dependen solo de su grado de desequilibrio. En el caso (B) los sistemas interaccionan entre sí, y sus respectivos flujos dependen simultáneamente del grado de desequilibrio en ambos sistemas. Es esta la situación que exploraremos aquí, en los términos más generales posibles, particularmente desde el punto de vista de su coevolución

Figura A.1: Los círculos representan sistemas abiertos lejos del equilibrio termodinámico. Los rectángulos representan las partes significativas de su medio ambiente (fuentes y sumideros de recursos). Los flujos de materia y energía se representan mediante flechas grandes que atraviesan los sistemas desde los fuentes hasta los sumideros. Las flechas amarillas x e y representan las fuerzas generalizadas responsables de los flujos. Las flechas curvas g/x y g(y) representan las interacciones entre los dos sistemas. En ausencia de interacciones, los flujos depende solo de la intensidad de la propia fuerza que mantiene al sistema alejado del equilibrio (Jx = f (x)). Cuando los dos sistemas compiten para mantener sus flujos, los flujos dependen de la intensidad de las fuerzas generalizadas (grado de desequilibrio) en ambos sistemas simultáneamente. En estas condiciones, los flujos se expresan mediante relaciones del tipo Jx = f (x)− g(y); Jy = f (y)− g(x) (véase el texto).

Sean f y g dos funciones C2 cualesquiera (funciones continuas cuyas derivadas primeras y segundas son también continuas) definidas en el conjunto R de los números reales tales que:

f y g son estrictamente crecientes, y f (0) = g(0) = 0 (3) (f− g) es estrictamente creciente (4) (f− g) es creciente. (5)

La función f será denominada función fenomenológica mientras que g será la función de interacción. El flujo en un sistema vendrá dado por by Jx = f (x) done x es la fuerza generalizada, una medida del grado de desequilibrio (distancia al equilibrio termodinámico) del sistema. En consecuencia x≥ 0 (x = 0 en el equilibrio); la letra x se usará también para designar al propio sistema. Justifiquemos ahora las restricciones (3)-5 sobre f y g. En primer lugar, f (0) = g(0) = 0 indica que en ausencia de fuerzas generalizadas (equilibrio termodinámico) no hay ni flujos ni interacciones. La naturaleza creciente de ambas funciones indica que tanto la intensidad de los flujos como las interacciones crecen con las fuerzas generalizadas, o en otras palabras, cuando nos alejamos del equilibrio. Las restricciones (4) y (5) implican que la sensibilidad de los sistemas a sus propias fuerzas es igual o mayor que a las fuerzas de los sistemas con los que interactuan.

Dados dos sistemas con la misma función fenomenológica f y con fuerzas x e y respectivamente, se dirá que existe una interacción entre ellos si sus respectivos flujos se pueden expresar con las siguientes expresiones:
 Jx = f (x) + Cxyg(y),−1≤ Cxy≤ 1 (6) Jy = f (y) + Cyxg(x),−1≤ Cyx≤ 1 (7) donde Cxy y Cyx son los coeficientes de la interacción. Examinaremos aquí la doble interacción negativa, la positiva-negativa y la doble positiva, suponiendo que, sin perder generalidad, Cxy = Cyx =±1. O en otros términos, suponiendo que:
  

Jx = f (x)± g(y)(8) Jy = f (y)± g(x) Además, los únicos pares (x, y) permitidos serán aquellos que dan un valor positivo a las expresiones (8) anteriores; los pares (x, y) para los que f (x)−g(y) = 0 serán llamados puntos de extinción del sistema x. Lo mismo se aplicará al sistema y.

A.3 Producción de entropía
 Como es bien sabido, el balance de entropía de un sistema abierto viene dado por: 
 dS = diS + deS (9) donde diS representa la producción de entropía en el interior del sistema debida a los flujos, y deS es la entropía que el sistema intercambia con su entorno. La segunda ley de la termodinámica impone diS≥ 0 (cero solo en el equilibrio termodinámico).
 Uno de los aspectos más interesantes de la termodinámica de procesos irreversibles es la incorporación del tiempo en sus ecua 

ciones:: diS = ˙Si = xjJj (10)dt j 
 En nuestro caso, para el sistema x tendremos: 

dixS = ˙Six = x[f (x)− g(y)]≥ 0 (11)dt 
 para el sistema y: 

diyS = ˙Siy = y[f (y)− g(x)]≥ 0 (12)dt 
 y la producción conjunta de entropía interna: 

dixS + dixS = ˙S(x, y) = x[f (x)− g(y)] + y[f (y)− g(x)] (13)dt dt
Gráficamente ˙S(x, y) es una superficie en el espacio definido por los ejes ˙S, X e Y (Figura A.2). Cualquier curva en el plano XY representa una posible historia de evolución conjunta para ambos sistemas, siempre que x e y satisfagan (11) y (12)). En consecuencia, este tipo de curvas serán denominadas trayectorias de coevolución. La proyección sobre la superficie ˙S(x, y) de una trayectoria de coevolución representa su coste en términos de producción interna de entropía. Como veremos inmediatamente, existen trayectorias de coevolución especiales caracterizadas por la producción mínima de entropía en los sistemas que evolucionan a lo largo de ellas. Las denominaremos trayectorias de mínima entropía (TME). Como la producción mínima de entropía interna significa la máxima regularidad en las configuraciones espacio temporales de los sistemas, los puntos de las trayectorias de coevolución representan estados de máxima estabilidad para los sistemas que interaccionan y evolucionan lejos del equilibrio.

Figura A.2: Izquierda: la curva 1-2 representa una historia coevolutiva cualquiera de los sistemas x e y; la curva 1’-2’, su proyección sobre ˙S(x, y), representa la producción conjunta de entropía interna en los sistemas que siguen esa historia.
 Derecha: intersección de la superficie
 ˙

S(x, y) con la familia de planos paralelos a ˙SX.

Analizaremos ahora la superficie ˙S(x, y) para las interacciones NN, PN y PP. Y lo haremos siguiendo un método muy común en matemáticas que consiste en analizar las intersecciones de la superficie con una o más familias de planos (Figura A.2). En nuestro caso usaremos tres familias de planos: la familia de planos paralelos al plano ˙SX; la familia de planos paralelos al plano ˙SY; y la familia de planos de la forma y = c− x, que son perpendiculares a la bisectriz y = x.

A.4 Interacción negativa-negativa

De acuerdo con (8), en el caso de una interacción NN tendremos 
  
 Jx = f (x)− g(y)(14) Jy = f (y)− g(x) 
 En estas condiciones, la superficie ˙S(x, y) viene dada por: 

˙ 
 S(x, y) = x[f (x)− g(y)] + y[f (y)− g(x)] (15) Analicemos sus intersecciones con nuestras tres familias de planos: A.4.1. Planos paralelos a ˙SX
 Sea b cualquier número real positivo. Consideremos el plano y = b. Su intersección con ˙S(x, y) será: 
 ˙ 
 S(x, b) = h(x)b = x[f (x)− g(b)] + b[f (b)− g(x)] (16) 
 Si derivamos h(x)b tendremos: 
 ˙ d S(x, b) = h (x)b = f (x)− g(b) + xf (x)− bg (x) (17)dx

De acuerdo con las restricciones (3), (4) y (5), h (x)b es estrictamente creciente, y de acuerdo con las mismas restricciones:
 h (0)b =−g(b)− bg (0)< 0 (18) h (b)b = f (b)− g(b) + b[f (b)− g (b)]> 0 (19) 
 Por tanto, y de acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un punto xb tal que: 

h (xb)b = 0; 0< xb< b (20) Y, puesto que h (x)b es estrictamente creciente, tenemos: 
 h (x)b> 0;∀x> 0 (21) 
 En consecuencia xb es un mínimo de ˙S(x, b) (Figura A.3) 
 ˙ Por tanto, la intersección de la superficie S(x, y) con el plano y = b paralelo al plano ˙SX es una curva h(x)b con un mínimo. O en otros términos, para todo y> 0 existe una valor de x que minimiza la producción conjunta de energía interno en ambos sistemas. Las parejas (x, y) que satisfacen esa condición definen una curva T1(x, y) en el plano XY cuya ecuación es:

f (x)− g(y) + xf (x)− yg (x) = 0 (22) que resulta del hecho de que h (x)y = 0 para cada (x, y) de T1(x, y). Consecuentemente, las parejas (x, y) que satisfacen (22) forman una trayectoria de coevolución caracterizada por la producción

Figura A.3: Intersección de la superficie ˙S(x, y) con el plano y = b paralelo al plano ˙SX.
mínima de entropía en el interior de los sistemas que evolucionan a lo largo de sus puntos, es decir una TME. De acuerdo con (20), se verifica la siguiente desigualdad de San Mateo:
 ∀(x, y)∈ T1(x, y) : x< y (23) A.4.2. Planos paralelos a ˙SY

El mismo razonamiento anterior aplicado ahora a las intersecciones de ˙S(x, y) con planos paralelos a ˙SY nos lleva a una nueva trayectoria de coevolución T2(x, y) en el plano XY cuya ecuación es:

f (y)− g(x) + yf (y)− xg (y) = 0 (24) 

Figura A.4: Simetría de las trayectorias de mínima entropía.
y cuyos puntos se caracterizan también por la producción mínima de entropía interna en los sistemas que evolucionan a lo largo de ellos, es decir una nueva TME. Como en el caso de T1(x, y), y por las mismas razones, se verifica una nueva desigualdad de San Mateo:
 ∀(x, y)∈ T2(x, y) : y< x (25) Es fácil ver que T1(x, y) y T2(x, y) son simétricas con respecto a la bisectriz y = x. En efecto, para y = 0 la ecuación (22) se convierte en:

f (x) + xf (x) = 0 (26) que solo se verifica para x = 0. El punto (0, 0) pertenece, por tanto, a la trayectoria. Los mismo se aplica a (24). En consecuencia, el punto (0,0), que corresponde al equilibrio termodinámico, pertenece a ambas trayectorias. Por otra parte es evidente que:
 T1(x, y) = T2(y, x) (27) 
 Por tanto ambas trayectorias son simétricas respecto a la bisectriz y = x. A.4.3. Intersecciones con planos de la forma y = c−x
 Sea c es un número real positivo cualquiera, la intersección de 
 ˙ 
 S(x, y) con el plano y = c− x será: 
 h(x)c−x = x[f (x)− g(c− x)] + (c− x)[f (c− x)− g(x)] (28) 
 cuya derivada es 
 h(x)c−x = f (x)− g(c− x) + xf (x) + xg (c− x) 
 − f (c− x) + g(x)− (c− x)f (c− x)− (c− x)g (x) (29) 
 Esta derivada se anula en el punto x = c/2: 
 h 

c = fc − gc + cfc + cgc 2c−x 2 2 2 2 2 2 − fc + gc − cfc − cgc = 0 (30)2 2 2 2 2 2 

Y de acuerdo con las restricciones (3), (4): 
 hc = 4 fc + gc + c fc − gc > 0 (31)2 2 2 2 2
concluimos que el punto (c/2, c/2) es un mínimo de la intersección h(x)c−x. Lo mismo se podrá decir de cada uno de los puntos de la bisectriz y = x. En consecuencia, esta línea es una nueva trayectoria de mínima entropía. La denominaremos T3(x, y).

Figura A.5: ˙S(x, y) dibujada en cuatro secciones ortogonales dos a dos. Cada una de esas secciones resulta de la intersección de
 ˙ S (x, y) con los planos x = 0; y = 0; x = a, y = a. Se ha dibujado también una quinta sección, la resultante de la intersección
 de
 ˙

S(x, y) con el plano y = a− x.

 Los resultados anteriores permiten representar la superficie ˙S(x, y)

en el espacio definido por los ejes X, Y y ˙S (Figura A.5). Aunque la bisectriz y = x es también una TME, no es la más eficiente en términos de producción de entropía. En efecto, para cada punto (b, b) de esta línea existen dos puntos (x, b) y (b, y) en los que los sistemas interactuantes producen la menor cantidad posible de entropía interna en los dos sistemas. El primero de esos puntos pertenece a T1(x, y), el segundo a T2(x, y) (Figura A.6).

Figura A.6: Aunque la bisectriz y = x es también una TME, no es la mas eficiente en términos de producción de entropía interna.
Como acabamos de ver, para cada punto (a, b) de una trayectoria de coevolución, incluyendo los puntos de T3(x, y), existe un punto (x, b) en T1(x, y) y un punto (a, y) en T2(x, y) tales que la producción conjunta de entropía en el interior de los sistemas es la menor posible. Además, y como consecuencia de las desigualdades de San Mateo, uno de los sistemas va siempre por delante del otro con respecto al equilibrio termodinámico. Se verifica pues el siguiente:

Teorema . Para cada interacción NN existen dos trayectorias de mínima entropía formadas por una sucesión de estados que se caracterizan por la producción mínima de entropía en el interior de los sistemas interactuantes. Además, uno de los sistemas va siempre por delante del otro con respecto al equilibrio termodinámico.

A.5 Interacción positiva-negativa

De acuerdo con las ecuaciones (6)-(7), y bajo las mismas restricciones de la interacción NN, tendremos ahora: 
  
 Jx = f (x) + g(y)(32) Jy = f (y)− g(x) Las mismas consideraciones sobre la producción interna de entropía que hicimos en el caso de la doble interacción negativa nos permiten ahora expresar la producción de entropía interna en el caso de la interacción PN como:

d ixS + dixS = ˙S(x, y) = x[f (x) + g(y)] + y[f (y)− g(x)] (33)dt dt
 De nuevo tenemos una superficie ˙S(x, y) que representa la producción conjunta de entropía en el interior de los sistemas interactuantes. La analizaremos con el mismo método de las intersecciones.

A.5.1. Intersecciones paralelas a ˙SX

La intersección de (33) con el plano y = b es ahora: 
 h(x)b = x(f (x) + g(b)) + b(f (b)− g(x)) (34) 
 Y su derivada: 

h (x)b = f (x) + g(b) + xf (x)− bg (x) (35) que es una función estrictamente creciente de acuerdo con las restricciones (3), (4) y (5). Además, para x = 0 la ecuación (35) se escribe:
 h (0)b = g(b)− bg (0) (36) 
 Mientras que para x = b: 
 h (b)b = f (b) + g(b) + b(f (b)− g (b))> 0 (37) 
 Por tanto, y de acuerdo de nuevo con el teorema de Bolzano, si: 

g(b)− bg (0)< 0 (38) habrá un punto xb tal que: 
 h (xb)b = 0 (39) 
 Teniendo en cuenta que h (x)b es estrictamente creciente tendremos: 
 h (x)b> 0,∀x> 0 (40) Por tanto xb será un mínimo. Definamos g1(x) como g(x)−xg (0). De acuerdo con (38) habrá una trayectoria de mínima entropía T1(x, y) si:
 g1(x)< 0,∀x> 0 (41) 
 Como en el caso de la interacción NN, su ecuación será: f (x) + g(y) + xf (x)− yg (x) = 0 (42) A.5.2. Intersecciones paralelas a ˙SY
 Sea a cualquier número real positivo. La intersección de (33) con el plano x = a es: 
 h(y)a = a(f (a) + g(y)) + y(f (y)− g(a)) (43) 
 y su derivada: h (y)a = ag (y) + f (y)− g(a) + yf (y) (44) que es una función estrictamente creciente de acuerdo con las restricciones (3), (4) y (5). Para y = 0 la ecuación (44) se convierte en:
 h (0)a = ag (0)− g(a) (45) 
 mientras que para y = a tenemos: 
 h (a)a = (f (a)− g(a)) + a(g (a) + f (a))> 0 (46) 
 Por tanto si: ag (0)− g(a)< 0 (47) 
 existirá un punto ya tal que: 
 h (ya)a = 0 (48) 
 Teniendo en cuenta la naturaleza estrictamente creciente de h (y)a tendremos: 
 h (y)a> 0,∀y> 0 (49) Por tanto ya será un mínimo. Definamos g2(x) como xg (0)−g(x). De acuerdo con (47) habrá una trayectoria de mínima entropía T1(x, y) si:
 g2(x)< 0,∀x> 0 (50) 
 Su ecuación será 
 f (y)− g(x) + yf (y) + xg (y) = 0 (51) Puesto que: 
 g1(x) = g(x)− xg (0) (52) g2(x) = xg (0)− g(x) (53) 
 es claro que g1(x) =−g2(x) (54) Ambas funciones coinciden en el punto (0, 0). Además, si g1(x)< 0 entonces g2(x)> 0, y viceversa. Por tanto, si g1(x)< 0 existe T1(x, y), pero no T2(x, y). De forma análoga, si g2(x)< 0 existe T2(x, y), pero no T1(x, y). Y puesto que xg (0) y g(x) son dos funciones estrictamente crecientes que parten del punto (0, 0), se debe verificar sólo una de las alternativas; y como consecuencia solo existirá una trayectoria de mínima entropía, o T1(x, y) o T2(x, y).

A.5.3. Intersecciones con planos de la forma y = c−x
 Sea c cualquier número real positivo; la intersección de ˙S(x, y) con el plano y = c− x será: 
 h(x)c−x = x[f (x) + g(c− x)] + (c− x)[f (c− x))− g(x)] (55) 
 y su derivada: 

Figura A.7: En el caso de la interacción PN, solo existe una trayectoria de mínima entropía. 
 h (x)c−x = f (x) + g(c− x) + xf (x)− xg (c− x) 
 − f (c− x) + g(x)− (c− x)f (c− x)− (c− x)g (x) (56) 
 Para x = c/2 tendremos: 
 h 

c = fc + gc + cfc − cgc 2c−x 2 2 2 2 2 2 − 
 f 

c + gc − cfc − cgc 2 
 c 2 2 2 2 2 − 2cgc= 2g2 2 2
 En consecuencia, el punto (c/2, c/2), y cualquier otro de la bisectriz y = x, será un máximo o un mínimo si:
 g(x) = xg (x) (57) 
 El punto (c/2, c/2) será un mínimo si: 

c c c 
 h (2) = 4f (2) + c(f (2)> 0 (58) En este caso la bisectriz y = x es una TME. La denominaremos T3(x, y). Tenemos, por tanto, tres alternativas sobre la existencia de TME en el caso de las interacciones PN:
 T1(x, y) existe si: xg (0)> g(x) (59) 
 T2(x, y) existe si: xg (0)< g(x) (60) 
 T3(x, y) existe si: xg (x) = g(x) (61) 
 T3(x, y) requiere también la condición (58).
Como en el caso de la doble interacción negativa, dado un punto (a, b) de una trayectoria de coevolución, existe un punto (x, b) en T1(x, y) o bien un punto (a, y) en T2(x, y) tales que los sistemas interactuantes producen la menor cantidad posible de entropía interna conjunta. A diferencia de la doble interacción negativa, en el caso PN solo existe una TME. Si esa trayectoria es:
 f (x) + g(y) + xf (x)− yg (x) = 0 (62) 
 se verifica: 

x = yg (x)− f (x)− g(y)
(63)
f (x) f (x) f (x)

De acuerdo con las restricciones (3)-(4)-(5), la primera fracción es positiva y menor que 1, mientras que la segunda y la tercera
 son positivas. Por tanto x < y, y el sistema y va siempre por delante del sistema x. 
 La otro TME posible es: 
 f (y)− g(x) + yf (y) + xg (y) = 0 (64) 
 de donde: 

y = g(x)− f (y)− xg (y)(65)f (y)
De acuerdo con las restricciones (3)-(4)-(5), si y> x el numerador sería negativo, y siendo el denominador siempre positivo tendríamos un valor negativo para y, lo que es imposible (la fuerzas x e y son siempre positivas). Por tanto y es menor que x. En consecuencia el sistema x va siempre por delante del sistema y. Se verifica entonces el siguiente

Teorema . Para cada interacción positiva-negativa existe una trayectoria de mínima de entropía formada por una sucesión de estados que se caracterizan por la mínima producción de entropía en el interior de los sistemas interactuantes. Más aún, uno de los sistemas va siempre por delante del otro con relación al equilibrio termodinámico.

A.6 Interacción positiva-positiva

En el caso de la doble interacción positiva, en lugar de (8) tendremos:
 Jx = f (x) + g(y)(66)
 Jy = f (y) + g(x)

y en lugar de (15): 
 ˙ 
 S(x, y) = x[f (x) + g(y)] + y[f (y) + g(x)] (67) 
 Por tanto: 
 ˙ 

dS(x, b) = f (x) + g(b) + Xf (x) + bg (x) (68)dx 
 ˙ 

dS(a, y) = f (y) + g(a) + Yf (y) + ag (y) (69)dy
Ambas derivadas son positivas, estrictamente crecientes y sólo se anulan en el punto (0, 0) correspondiente al equilibrio termodinámico. Las intersecciones ˙S(x, b), y por la misma razón las intersecciones ˙S(a, y), no tienen ni máximos ni mínimos
 La intersección de la superficie ˙S(x, y) con el plano y = c− x es ahora:: 
 h(x)c−x = x(f (x) + g(c− x)) + (c− x)(f (c− x) + g(x) (70) 
 y su derivada: 
 h (x)c−x = f (x) + g(c− x) + xf (x)− xg (c− x) 
 − f (c− x)− g(x)− (c− x)f (c− x) + (c− x)g (x) (71) 
 que se anula para x = c/2): 
 h 

c = fc + gc + cfc − cgc 2 c−x 2 2 2 2 2 2 − fc − gc − cfc + cgc = 02 2 2 2 2 2 
 Por tanto existe un mínimo en x = c/2 si la segunda derivada h (x)c−x es positiva. Es decir si: 
 2(f (x)− g (x)) + x(f (x) + g (x))> 0 (72) En resumen, la única TME posible en el caso de la doble interacción positiva es la bisectriz y = x. Esta conclusión junto con las dos desigualdades de San Mateo nos permiten establecer que la estabilidad de los sistemas que interaccionan entre sí requiere o bien asimetría o bien igualdad, dependiendo del tipo de interacción: asimetría para la competición e igualdad para la cooperación.

A.7 Teorema de San Mateo

”St Matthew effect” es el título de un artículo de Robert K. Merton publicado en Science en el año 1968. El objetivo principal de ese artículo era el análisis de los sistemas científicos de comunicación y recompensa. En la segunda página podemos leer: ”... los científicos eminentes obtienen créditos por sus contribuciones científicas que tienden a ser desproporcionadamente grandes, mientras que los científicos desconocidos, por contribuciones comparables, tienden a obtener créditos desproporcionadamente pequeños.” [12]. O en otros términos más generales: al que más tiene más se le dará, una versión pragmática del llamado principio de San Mateo: ”Porque al que tiene, le será dado, y tendrá más; y al que no tiene, aun lo que tiene le será quitado.” (St. Matthew 25:29). Sociólogos, economistas, etólogos y biólogos evolucionistas, entre otros, han tenido la oportunidad de confirmar la persistencia de esta asimetría de San Mateo, que invariablemente aparece en todo conflicto donde se compita por cualquier tipo de recurso, incluida la información.

Acabamos de probar, en los términos más generales, la existencia de trayectorias de coevolución asimétricas para aquellos sistemas que interaccionan de acuerdo con ciertas definiciones formales. Esas trayectorias son termodinámicamente relevantes porque sus puntos representan estados muy alejados del equilibrio que se caracterizan por la mínima producción conjunta de entropía en el interior de los sistemas interactuantes. A lo largo de esas trayectorias uno de los sistemas va siempre por delante

Figura A.8: Los sistemas que evolucionan a lo largo de una TME mantienen una asimetría respecto a su distancia al equilibrio termodinámico.
del otro con respecto al equilibrio termodinámico. Hemos visto también que esas trayectorias de coevolución existen si, y solo si, al menos una de las interacciones es negativa. Se ha probado pues el siguiente:

Teorema de San Mateo .Para toda interacción binaria en la que al menos una de las interacciones sea negativa, existe una trayectoria de coevolución caracterizada por la mínima producción de entropía interna en los sistemas que evolucionan a lo largo de ella, y tal que uno de los sistemas va siempre por delante del otro con respecto al equilibrio termodinámico.

El teorema de San Mateo establece entonces la misma conclusión para los sistemas alejados del equilibrio termodinámico que el teorema de Prigogine establece para los sistemas situados cerca de ese mismo equilibrio.

A.8 Generalización
 Si consideramos n sistemas en lugar de dos, tendríamos las siguientes ecuaciones para los flujos: 
 Jxi = f (xi) + Cijg(xj),−1≤ Cij≤ 1, i, j = 1, 2, ... n (73) 

j
donde Cij representa (como en el caso binario) el tipo y grado de interacción entre el sistema xi y el xj. La producción conjunta de entropía interna se podría entonces expresar por:
   
 ˙ 
 S(x1, x2, ... xn) = Xif (xi) + Cijg(xj) (74) 

i j
donde ˙S(x1, x2, ... xn) es una hipersuperficie sobre Rn+1 en la que podríamos considerar (n− 1) espacios tridimensionales ˙SxiXj para analizar la interacción entre el sistema xi y el sistema xj con el mismo método usado en el caso binario.

A.9 Discusión

La característica más relevante de un sistema abierto es su capacidad de intercambiar materia y energía con su entorno. Pero no todos los procesos son igualmente eficiente para el mantenimiento de los flujos de materia y energía. Lejos del equilibrio los sistemas están sujetos a la dinámica no lineal de las fluctuaciones. En esas condiciones, los procesos más eficientes son aquellos que generan el menor nivel de entropía interna porque el exceso de entropía puede ocasionar un exceso de fluctuaciones que dirijan el sistema hacia la inestabilidad. Hemos probado la existencia de trayectorias de coevolución cuya característica más destacable es precisamente la producción mínima de entropía interna. Los estados de los sistemas que evolucionan a lo largo de esas trayectorias son, por tanto, los más eficientes en términos de automantenimiento. En estas condiciones, y teniendo en cuenta la tremenda competencia y presión selectiva a la que se ven sometidos numerosos sistemas, como los biológicos o económicos, las trayectorias de mínima entropía podría tomarse como referencias significativas. Representan, en efecto, historias de máxima estabilidad en sistemas abiertos que interactuan lejos del equilibrio termodinámico, una situación verdaderamente común en el mundo real. Aparte de su propia existencia, es también destacable la forma asimétrica en la que los sistemas evolucionan a lo largo de ellas (teorema de San Mateo). Un resultado compatible con las observaciones empíricas que los biólogos evolucionistas, entre otros, conocen desde hace tiempo y que es comúnmente conocido como principio de San Mateo [10].
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